Miskolci Egyetem
m

oy

GEPESZMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR

Szilardsdgtan

(Oktatasi segédlet a Gépészmérnoki és Informatikai Kar Bsc levelezds hallgatéi részére)

KESZITETTE:
Nandori Frigyes, Szirbik Sandor

Miskolc, 2008.



1

Ezen kézirat a Gépészmérnoki és Informatikai Kar Bsc levelezds hallgatéi részére késziilt kivonatos anyag.
A targy elsajatitdséat segitd anyagok taldlhatok a http://www.mech.uni-miskolc.hu URL-cimen!

A szilardsagtan feladata a szilard test kvazistatikus (lassi) terhelésekre adott valaszainak vizsgalata.
Test anyagat tekintsiik homogénnek (egynemil) és izotrépnak (tulajdonsdgai irdanytdl fiiggetlenek) és li-
nedrisan rugalmasnak, tovdbb4 terhelés hatdsdra a test kis (a test méreteihez képest kicsi) deformaciot
(kis elmozduldst) és kis alakvéltozdst (< 1) szenved, igy szildrdsagtani jellemz6i kothetok a terhelés eldtti
geometridhoz.

Fesziiltség

A fesziiltségi dllapot viszgdlatakor a részekre bontott test egyenstilyat vessziik szemiigyre. Az 7 nor-
malist bels6 hatérold feliillet mentén megoszlé erérendszer (belsd erérendszer) pi, stiriiségvektorat a tovab-
biakban fesziiltségvektornak nevezziik.

A p, fesziiltségvektor egy 7 normalisi dA
elemi feliileten felbontdsra keriil:

/

Jelolje
X

a normalfesziiltséget, tovabba
Tn = Pn — Onfl
a nyiréfesziiltség-vektort. Az 7 normalisi dA feliiletelem sikjdba es6¢ 7T, vektor m és I irdnyd Osszetevoi
lesznek a
Tmn = M.Ty és Tin = 1.7
nyiréfesziiltségek.

Egy P pont elemi kornyezetének fesziiltségadllapotédt az e pontra illeszkedd elemi feliileteken haté fesziilt-
ségvektorok osszesége adja. Egy p, fesziiltségvektor bizonyithatéan az 77 normaélvektor p, = gp.ﬁ alaku
fiiggvénye.

Elemi kornyezetként értelmezett P kozépponti, koordindta-tengelyekkel parhuzamos, dz, dy és dz oldal-
hosszusagu kockdn (elemi kockdn) szemléltetjiik a pozitiv elbjellel vett fesziiltségeket:

A fesziiltségeket foglaljuk a I, fesziiltségtenzorba:

Ox Ty Taz

ZI L= Ty 0y Ty
o Tzx Tzy Oz
T A fesziiltségek mértékegysége a
-’ N (1— _ 1MPa)
= a).
3% T mm? mm?
zy A fesziiltségtenzor ismeretében egy az 7 dltal kijelolt irdnyba vett
sz P normélfesziiltség a
— T Gy y Op = N.Pp = n.lp.n
o » Tyx XY médon, az 7 altal kijelolt sitkon m irdnyba vett nyiréfesziiltség
X pedig a

XN

Tmn = ﬁi.zp.fr_i

moédon szédmithato ki.



A P kozépponti elemi kocka yz sikjaba es6 fesziiltségeket mutatja az dbra. Az x tengelyre vett nyomaték-
bol
M, =0

2%7yzdxdy—2d—2y7'zyda:dz =0

kovetkezik, hogy
Tyz = Tay-
Ezt a mésik két koordindtasikra is elvégezve arra jutunk, hogy

Tay = Tyz és Tor = T

A fesziiltségtenzor mellékitléiban allo fesziiltségek tehdt megegy-
eznek, azaz gp fesziiltségtenzor szimmetrikus tenzor.

Bizonyithatéan léteznek egymaésra kolcsondsen merdleges €1, €a, €3 egységvektorok altal jelolt irdnyok
(féirdnyok), mely irdnyokban a o1 > o9 > o3 jelii fofesziiltségek értelmezettek, mig az egységvektorok,
mint normélisok &ltal kijelolt sikokon a 7 nyiréfesziiltségek mindig eltiinnek. Ez a ngi = 0;€; sajatérték-
probléma.

1. példa: Szemléltessiik elemi kockédn a P pontban ismert T, fesziiltségtenzort, majd hatdrozzuk meg
az egymdsra kolcsondsen meroleges

1 1
n = —=(e; + 4¢€, és m=——(4é€; — €
T a) VT A

egységvektorok dltal kijelolt irdnyokhoz tartozé o, és o, normalfesziiltségeket, valamint 7,,, nyiréfesziilt-
séget!

Szemléltetés sordn a fesziiltségek eldjelét az dket szimbolizdlé nyilak irdnyitdsa jeloli. A T, tenzorban
allé 7y, = —32 MPa esetén a neki megfeleld x normélisi oldallapon y irdnyba mutaté nyil a negativ eljel
miatt most jobbrdl balra mutat.

zl\
40 =32 0 4
I,=|-32 —80 0 | MPa 60 MPa
0 0 60
p 32
32 /4 >
A korabbiak alapjin szdmithato a < 80 Y
40
1 40 =32 0 1
on =il =714 0] =32 —80 0 40y= %l
0 0 60 0
1 —88 — 1408
= {1 [1-40+4- (=32)] +4-[1- (=32) +4- (-80)] + 0} = ———— = ~88 MPa,
1 40 =32 0 4
om=mT m=—{4 -1 0]-{-32 =80 O -| -1 |} =
=P 17
0 0 60 0
1 768 + 48
= {4 [4- 404 (1) (=32)] 4+ (=1) - [4- (=32) + (1) - (~80)] + 0} = ———— = 48 MPa
normalfesziiltség és a
1 40 -32 0 1
Tmnzﬁi.lp.ﬁz—[4 -1 0]-]-32 -8 0| |4 |}=
= 17
0 0 60 0
1 —352 4 352
= {4-[1-40+ 4+ (=32)] + (~1) - [1- (=32) + 4 (-80)] +0} = == =0

nyiréfesziiltség.
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A tenzor elemi kockdn torténd szemléltetése jol mutatja azt, hogy a z normélisi lapon nem jelennek meg
nyiréfesziiltségek, ezért a z irdany féiranyt jelol, tovabba o, lesz az egyik féfesziiltség. A féiranyok egymédsra
merdlegesek, igy az xy sikban keresendd mdsik két féirdny. A feladatban
kijelolt 77 és m vektorok esetén 7,,, = 0 adédik, ezért 7 és m egységvek-
torok jelolik ki a mésik két féirdnyt.

A hirom foéfesziiltséget, valamint a hozzdjuk tartozé féirdnyokat a

o1 = o, =060MPa €1 =€,
oy = O'm:48 MPa 52—771
o3 = o, =—83MPa €3 =1

maédon novekvo sorrendben szokds megadni.
2. példa: Egy szildrd test P pontjdban a T, fesziilts¢gtenzor az aldbbi alakban ismert:

4 0 -8
T,=| 0 4 0| MPa
-8 0 8

Keressiik meg a T, tenzorhoz tart6z6 féfesziiltségeket és féirdnyokat!

Vegyiik észre, hogy a mdsodik oszlopban &ll6 mindkét nyiréfesziiltség zérus, igy €, jeloli ki az egyik
foirdanyt, mig a o, = 4 MPa normaélfesziiltség az ebben az irdnyban vett féfesziiltség lesz. Ezt a kortilmeényt
kihaszndlva szerkesztés tutjén, az in. Mohr-féle kérdiagrambdl, is meghatdrozhatjuk a féfesziiltségeket
és a féirdnyokat.

A Mohr diagramon mindhdrom oszlopnak egy-egy pont felel meg, mivel az oszlopokbdl egy o és legfel-
jebb egy nem zérus értékil 7 fesziiltség szdrmazik. A diagram vizszintes tengelye mentén az eldjelhelyes o
normaélfesziiltségek, fiiggdleges tengelye mentén pedig az abszolit értékben vett 7 nyirdfesziiltségek keriilnek
felméreésre.

Az els6 oszlopban &ll6 o, = —4 MPa és 7,, = —8 MPa fesziiltségek el6bbiek szerinti felmérése utdn az
X (—4,8) jelti pontot, mig a harmadik oszlopbdl vett o, = 8 MPa normélfesziiltség és a 7,, = —8 MPa
nyiréfesziiltség felhasznalasaval a Z(8,8) jelit pontot hatdrozzuk meg a diagramon.

Bizonyfthatd, hogy a kiszerkesztett pontok egy, a vizszintes o tengelyen vett O kozéppontbdl rajzolt,
felkoriven helyezkednek el. Az O kozéppont megkeresése a vizszintes o tengely felett azonos magassdgban
(IT] = |722] = |72zz| = 8 MPa) levé X és Z jelii pontok kozotti vonalszakasz szakaszfelezd merdlegesének
megszerkeztésébol, vagy pedig a feladat jeloléseit felhasznélva a

o,+o, 8—4
= =2 MP
2 2 &

képletbdl torténhet. A keresett kor sugara is szerkezthetd, vagy pedig ebben az esetben az

R= \/(O‘Z—M)Z—FT2: V62 + 82 = 10 MPa

2
moédon szédmithaté. A diagramon igy megrajzolt félkoriv o tengelyt két helyen, a masik két féfesziiltségnél
metszi.

| T |A [MPa]
10 ‘ — T — ‘
L ~ >
X I
i
\f‘]s X ylz
o
5 ) ~L <
4 // \\ (% \
I/ N AT TTNN
I/ \/// \{\l
1
LY L\ N
-0 Os -1 10 O, 10 Oy o[MPa]

Ezutdn a masodik oszlopbdl eléallé Y (o, = 4 MPa, T = 0) pontot vessziik fel, majd e pont és az elé6bbiekben
szerkesztett koriv o tengelyen vett metszéspontjai kozott két tovdbbi korivet rajzolunk meg.

A vizszintes o tengelyen 1évé hdrom metszéspont adja meg a harom féfesziiltséget, melyek koziil a legna-
gyobbat o1 = 12 MPa, a mésodik legnagyobbat oo = 4 MPa, a legkisebbet o3 = —8 MPa jeloli.



A Mohr-féle kordiagram segitségével a vonatkozoé fétengelyek is meghatdrozhaték. Miutédn a o9 = 0y =
= 4 MPa féfesziiltséghez tartozé fotengely, az y tengely, mdr ismert a ZA
masik két fétengelyek az zz sikban taldlhat6. A Mohr diagramban a “7@
o1 fofesziiltséghez tart6zé 1 jelii fotengely és a z tengely dltal bezért 8
a1, szog a o1-nél a o tengelyre &llitott merdleges, valamint ezt a /f 8
pontot Z ponttal Osszekotd szakasz édltal bezdrt szognek felel meg.
Az 1 jelli fétengely mellékelt dbrdn torténd berajzoldsa gy torténik, p
hogy a P ponthoz kotott KRSZ z tengelyétdl felmérjiik a oy, szoget
az xz sikban, még pedig az elemi kocka z normdlisi lapjdn vett 7 4 8 4
nyiréfesziiltség irdnydban. A 3 jelii fétengely pedig a mar megrajzolt / +
két fotengely dltal kifeszitett stkra lesz merdleges. ]

MPa

vH

A\
nN

Alakvéaltozas

A szilard test pontjainak terhelés hatdsdra bekovetkezd mozgdsai kétféleképpen jellemezhetok. Egyrészt a
test két pontjdt osszekotd szakasz eltolédhat és merevtestszeriien elforulhat, mikézben hossza nem viltozik,
azaz a test pontjai merevtestszerii mozgdst végeznek. Madsrészt alakvaltozasok lépnek fel, azaz test
pontjait tsszekotd szakaszok hossza, valamint a szakaszok egymédssal bezart szoge valtozhat.

A zy sikon vett P pont terhelés hatdsdra a P’ pontba keriil, valamint az eredetileg hozzakotott dz és dy
szakaszok A és B végpontjai az A’ és B’ pontokba keriilnek. Az
eredetileg koordindta-tengelyekkel parhuzamos és igy derékszoget
bezér6 szakaszok hossza (nyilds, rovidiilés), valamint dltaluk be-

zart szog is valtozik. A P pont z irdnyu elmozduldsat u(zx,y),
az y irdanyut pedig az v(z,y) fiiggvény (elmozduldsmezd) jellemzi.
Képezziik az A ¢s A, illetve B és B’ végpontok kiilonbségeinek
mésodik tagig vett Taylor-sorait:
ou ov
x4 —x4 = u+—dr+..., Yyar —ya=v+ —de+...,
ox ox
ou ov
xpr—2xp = u+—dy+..., ypr —yp=v+ —dy+...,
dy dy >
y A A 2,
amelyek alapjan p T 3u
- P'A'—PA  0u - ov | ou n ov dx ;HB_X dx;
= —_— = — = — es = —-— _—.
‘ PA ox’ Y oy Ty oy Oz

Ezt a mésik két koordindtasikra is elvégezhetjiikk. A P ponthoz kotott elemi triéderen szemléltetjiik a
pozitivnak tekintett e fajlagos nytldsokat és v fajlagos szogtorzuldsokat.
Alakvaltozdsi jellemzéket az A , alakvdltozasi tenzorba foglaljuk:

1 Y “z 1 1 1
27 NSy, €0 3Vay 37az
Ap=1 e & 2
Ac
1 z %'Yz:c %sz €z
2 yzx %YZY Az A p tenzor szimmetrikus tenzor, azaz mellékdtléiban all6 fajlagos
e VP T szogtorzuldsok azonosak (pl.: %'ymy = %'yym).
X e 2 e Az alakvaltozasi tenzor ismeretében az 7 altal kijelolt irdnyba vett
W . i>< ey Y nytlds a
2 Ly, e = ALA
modon szédmithaté ki, az 7 és m dltal bezart derékszog szogvaltozasa
pedig
Yinn = 2M.A .7
lesz.
Az alakvdltozdsi tenzornak is létezik a A & = &€ (1 = 1,...,3) sajatértékproblémdja, azaz létezik

legaldbb hdrom egymadsra kolcsondsen merdleges €1, €, €3 egységvektorok dltal jelolt féirany, amely ird-
nyokban g1 > e9 > e3 fonyuldsok értelmezhetdk, azonban az €, €, €3 vektorok &ltal kijelolt irdnyok
egymadssal bezdrt derékszoge a terhelés hatdsdra nem véltozik, azaz v mindig elt{inik.



Prizmatikus rudak hiizdsa, nyomédsa

A huzokisérlet soran megfigyelhetjiik, hogy a z tengelyre nézve hengeres kialakitdsu probatest z tengelyen
mért hossza az adott hizderd hatdsara Al > 0 mértékben megnyiilik és kézben keresztmetszetének atmérdje
Ad = d — d, < 0 mértékben lecsokken.

A megfigyelésbodl kovetkezben felirhatjuk a

Ad
Ey = Z = fillandé, Ek = d_o

fajlagos nytuldsokat. Tovdbba az is megfigyelhetd,
hogy az xy, xzz és yz sikokkal parhuzamos sikok
alakvéltozds utdn is stkok maradnak, igy 7v,, =
Yoz = Vyz = 0. A prébatestbol kimunkdlt, z, y és
z tengelyekkel parhuzamos éli1, elemi kockak defor-
madciéja mindeniitt azonos, ebbol kovetkezden egy
tetszOleges P pontban az

GA

= —ve, = édllandd,

ez 0 0 —ve, 0 0| -] e

A, =10 ¢ 0|= 0 —ve, 0

0 0 e 0 0 e E‘

alakvaltozdsi tenzor irhaté fel, ahol a prébatest lN >0
anyagdra jellemz6 Poisson-szdmot v jeloli. linediris rész
A proébatest z és y irdnyokban terheletlen, kovetkezésképp csak a

v

_N
0: =
médon szémithaté normélfesziiltség 1étezik, azaz
0 0 O 0 0 O
I,=]100 0 =000
= N
0 0 (o 0 0 A

Az altalunk vizsgalt esetben a hiuzderd hatdsdra bekovetkezd alakvaltozas kicsi, igy a létrejovd d, — d dtmé-
rokiilonbség is kicsi, ekképen az A, — A teriiletkiilonbség nagysigrendje még kisebb lesz. Kovetkezésképp a
miiszaki szémitdsokban az eredeti keresztmetszet A, teriiletével (A = A,) szdmolunk.

A fesziiltség és az alakvdltozas kozotti T, = T ,(A,) kapcsolatot leiré anyagtorvény, a

o, = Fe,

egyszerii Hooke-t6rvény a szakitédiagram linedris szakaszdn, az R, ardnyossagi hatarig van érvényben.

Jol alakithaté fémeknél az Rj-t és az Re (oF) folydshatdrt (a fesziiltséget, amelyet a test anyaga mara-
dand¢ alakvaltozéds nélkiil még elvisel) nem kiilonboztetjiik meg. Eléfordul azonban, hogy a szakitédiagram-
bdl a jellemz6 fesziiltségek, igy az R, fesziiltség nem allapithaté meg pontosan, ilyenkor a szakitédiagramon
mért 0.02% maradandé nyilashoz tartozo fesziiltséget feleltetjiik meg neki, mig a 0.2% maradé nytldshoz
tartozé fesziiltséget tekintjiik folydshatdarnak.

Osszefoglalva tehdt egy test anyagat a v Poisson-szém (0 < v < 0.5), valamint az E Young-féle rugal-
massdgi modulus mint anyagallanddk jellemzik. Szerkezeti acélra v = 0.3; E = 2 - 10° MPa; o = 250 MPa,
koriili értékek a jellemzok.

Méretezés, ellenorzés kérdései

Az sltalunk vizsgalt szerkezetekkel szemben elvdrds, hogy rendeltetésszerii hasznalat sordn ne kérosod-
janak, azaz a terhelés megsziinése utdn maradandé alakviltozds benniik ne maradjon vissza. Ecélbdl fe-
sziiltségcsicsra torténd méretezést alkalmazunk, azaz a terhelések hatédsdra ébredd (abszolutértékben)
legnagyobb, omax jelii fesziiltség a szerkezet anyagédra megengedett 0,4 fesziiltséget nem haladhatja meg.
A 0p,cq megengedett fesziiltséget a o folydshatar és egy vélasztott n > 1 biztonsdgi tényez6 hanyadosaként

értelmezziik. Ezek alapjan a

OF
Omax = |0'zmax’ < Omeg = ——

képlet alapjan méreteziink és ellendrziink.
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MEGJEGYZES: Nyomds (N < 0) esetén is a huzdsndl felirt osszefiiggések érvényesek. Karcsu rudak esetén
azonban fellép az un. kihajlds jelensége, amelyet itt kiilon nem vizsgdlunk. Igy csak zomok rudat (a rud
hossza a keresztmetszet jellemz6 méretének legfeljebb 12-szerese lehet) terhelhetiink nyomassal, anélkiil hogy
a kihajlds megjelenne.

1. példa: Az adott téglalapkeresztmetszetii rudat N riuderd hizdsra terheli. Legyen a = 30 mm; b = 60
mm; [ = 300 mm; £ = 2-10° MPa; v = 0.25.

YA yA

xV¥
N

a

- - -l [y

Hatdrozzuk meg, hogy N = 9000 N hizderd esetén mekkora lesz a rid Al megnytldsdnak és Aa és Ab
oldalvéltozdsanak nagysdgal
Az e, = Al/l képletet és a Hooke-torvényt alapul véve kapjuk a

NI 9000 - 300
AE  1800-2-10°
megnyuldst. Az a és b oldalak véltozdsdanak mértéke pedig a

N 0.25-9000
YAE T T1800-2- 105

Al =¢c,l= =75-10"% mm

Er =6y = —VE, = — =-0.625-107°

keresztirdnyud nyildsokbdl adédé
Aa = ega=—0.625-10"5-30=—1.875-10"% mm
Ab = g;b=—-0.625-10""-60 = —3.75-10~* mm

lesz.
A rud (téglatest) igy

AV =(a+Aa) - (b+Ab)-(I+Al)—a-b-126.75 mm?

térfogataviltozast szenved, azaz a térfogat nem marad dllandd!

MEGJEGYZES: A térfogatviltozds a rugalmas alakvaltozdsdra jellemz6 tulajdonsdg. A fémes anyagok kép-
lékeny alakvéltozdsa példdul térfogat allandésdggal parosul.

2. példa: Az N = 80kN ruderével terhelt ridcsatlakozast k = 4 csavarral valésitjuk meg.
y A

€

_

A szereléskor ébredé fesziiltségeket elhanyagolva hatdrozzuk meg az egyes csavarok magkeresztmetszetének
Asziiks. méretét, ha azokra o,y = 100 MPal!



N
Az egyes csavarokra esé hiizéerd N s = = 20kN lesz. Felhaszndlva a

Nes
7= = Aszﬂks. meg
20000 N 100 MPa
Asz'z’iks.

képletet kapjuk, hogy Agiiks. = 200 mm?.

3. példa: Mekkora N erdvel hizzdk a k = 114 darab egyenként d = 1 mm &tmérdjli elemi szalbdl 4ll6
acélsodrony kotelet, ha a benne ébred6 fesziiltség opser = 300 MPa?
A sodronykotél keresztmetszetének

d? 12.
Apess = /cT” —114. —T — 98 57 mm?

az Osszteriilete. Ezt felhasznédlva kapjuk, hogy a kotelet
N = opstarAsss, = 300 - 28.5m = 26861 N = 27 kN

erovel hizzék.
Prizmatikus rudak egyenes hajlitdsa

Tekintve az aldbbi tarté igénybevételi abrait megéllapithatjuk azt, hogy a BC szakasz tisztan hajlitott.

: : L
| |3 D z
| |
| |
T | |
T | [
B | |
: : C Dz
| |
| |
| |

A
ANNRN.
X

M,

Kiragadva BC-bél egy | hosszusagu szakaszt a kivetkezOket figyelhetjiik meg:

a. az yz sikban tekintett z tengellyel parhuzamos szaka- Y
szok (szélak) kozos kozéppontu korivekké gorbiilnek. A P P
fels6 szdlak megnyilnak, mig az als6k megrovidiilnek. x

b. az xy sikban ugyanez figyelheté meg az x tengellyel
parhuzamos szakaszoknadl

c. az xy sfkkal parhuzamos sikok stkok, mig y tengellyel
parhuzamos szakaszok egyenesek maradnak és elfordul-
nak.

d. a z tengelyen mért [ hosszisagu kozépvonal véltozat-
lan nagysdgi marad.

A berajzolt kocka halébdl igy egy dj ortogonalis halo lesz.



A megfigyelések alapjan az

) (p+y)¢z—l:(p+y)¢z—p¢z:g:w . ey —ey = —ve, = -

! P p p
fajlagos nytldsokat frhaték fel, ahol p jeloli a gorbiilt tarté kozépvonaldnak gorbiileti sugardt, x pedig a
gorbiiletét. Megallapithatd, hogy az alakvaltozdsi tenzor matrixdban szerepld fajlagos nytldsok a vizsgalt P
pont helyzetétdl nem fliggetlenek. Az ortogonalitds miatt pedig v,, = v, = 7y, = 0. Igy a P pont alakval-
tozdsi allapotdt leiré A p tenzor métrixa formailag a hizdsnal megfigyeltel azonosnak adédik. Alkalmazva

az egyszer{i Hooke-torvényt kapjuk a

JZ:EQ
1)

képletet a z irdnyd normélfesziiltségre.
Ezt felhasznélva képezziik a fesziiltségi ereddket a négyszogkeresztmetszetii tarté xy keresztmetszetén:

= E o
Fy = / 0,8,dA =&~ / ydA =0,
A P A

azaz a keresztmetszet S sulypontjdba redukélt eredd zérus értéki lesz, mivel a keresztmetszet szimmetrikus
x tengelyre és igy az integral eltiinik. A stulypontba redukéalt

MS = My.€r = /(:rf?m +yéey) X 0,€,dA = /(azé’x + yéy) X Eyé'sz = —(?yg/:nydA + é’mg/deA
A A P P A r A
N—— N——
Loy I
nyomaték képletében allé I, az xy tengelypdrra vett masodrendii nyomaték a keresztmetszet x és y tenge-
lyekre vett szimmetridja miatt el fog t{inni. Ebbdl adéddan a két oldal 6sszevetése utan az y koordindtatdl
linedrisan fiiggd o, fesziiltségre a
Mz
Iy
képlet adédik, ahol I, jeloli az = tengelyre (a hajlitds tengelyére) vett masodrendii nyomatékot. A képletbe
az My, nyomatékot Nmm-ben, az I, masodrendii nyomatékot mm*-ben, mig az y koordinatdt mm-ben
szokds helyettesiteni, hogy a o, fesziiltség MPa-ban adédjon.

Oy =

MEGJEGYZES: A keresztmetszet S sulypontjén dthaladé szimmetriatengely, valamint a ra meréleges stly-
ponti tengely lesz a keresztmetszet in. tehetetlenségi fétengelye. Az egymésra kolcsonosen merdleges
stlyponti  és y tehetetlenségi tengelyekre mindig igaz, hogy I, = 0. Az elézéek alapjan példaul a

7//%7//////4
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keresztmetszeteken berajzoldsra keriilt x és y tengelyek a keresztmetszetek tehetetlenségi fétengelyei.
Ha a keresztmetszetet sikjaban terhelé nyomatékvektor parhuzamos valamely tehetelenségi fétengellyel,

akkor egyenes hajlitasrdl beszéliink.
A hajlitds tengelyétdl a keresztmetszet legtdvolabbi pontjé-

Y
nak e = |ymax| tdvolsdgat (a széls6szal tavolsdgdt) bevezetve — — — i
- 07 7777
definidljuk a § //////é/////
I g
K,=-= [mm3] S
e

x tengelyre vett keresztmetszeti tényez6t. Ha az x tengely
nem szimmetriatengely, 1d4sd pl. az dbrdn is, az e = max(eq, e2).
Ezt felhaszndlva a

_ ’th’

Omax = ’JZ’max K
X

——>» K

moédon szédmithaté a maximalis fesziiltség.



Stkidomok maésodrendii nyomatékai

Az A teriiletii sikidom x és y sulyponti tehetetlenségi fétengelyeinek ismeretében az

I, = /deA, I, = /:n2dA, Iy = /:nydA 6 Ip= /r2dA = / (*+y?)dA =1, +1,
A A A A A
mésodrend{i nyomatékokat definiglhatjuk.
Egyszerti alakzatok nyomatékaira az integrédlds elvégzése utdn zéart alakid képletek adédnak, melyekbdl a

médsodrendii nyomatékokat a stkidomok geometriai méreteinek helyettesitése utan szémithatjuk ki.
Az a szélességli és b magassagu téglalap esetén példdul a sulyponti x és y
tengelyekre vett mdsodrendii nyomatékok az y

v

b _

b a
2 2 2 b
372 b3 b3
_ 9 _ 2. _ Y _a _ ba
Ix—/ /ydmdy—a/ydy—a[?)}_k ETL I, D)
a 2
2

y=-fr=—t vt a

7

osszefiiggések alapjan szamithatok, mig az x és y tengelyekre vett keresztmetszeti
tényezok a

|l

K_ab32_ab2 K_ba32_ba2 Z
Y1206 67 Y7 12a 6

képletekbdl adédnak.

MEGJEGYZES: A szabvdnyos keresztmetszetek geometriai adatait (teriilet, sulypont, silyponti tehetetlenségi

fotengelyek, masodrendit nyomatékok, keresztmetszeti tényezok, stb.) a kiilonbozé szabvanyok tartalmazzak.
Meéretezés, ellenérzés kérdései

Fesziiltségcsicsra méreteziink a
oF
Omax < Omeg =

képlet alapjén, ahol az n > 1 a biztonsédgi tényezdt jeloli.

1. példa: Az abrdn lathaté médon a konzolos kéttamaszu tartét egy F' = 8KkN erd terheli. Feladat a
rid méretezése hajlitasra, ha az dbranak megfeleléen b = 3a és a rid anyaga acél, melyre 0,y = 160 MPa.

A hajlitényomatéki abra megrajzoldsa utdn a B keresztmetszet bizonyult a veszélyes keresztmetszetnek
Mpzmax = 8 kKNm. Itt ébredd x és y tengelymenti fesziiltségeloszldst mutatja a jobboldali dbra. Az elézdek
alapjdn szamitjuk a
¥ a(3q)* 3
K, = av (3a) — 2.3
6 6 2

keresztmetszeti tényezot, melyet helyettesitve a fesziiltségesicsra torténd méretezés képletébe nyerjiik a

th max

<o
K:r = Umeg

Osszefiiggést, ahonnan addédik az

2 Miyoms  5/2 8-100
> pf = hemax _ /2 —32.18mm ~ 33
R A 37160 T A= oo i

végeredmény.
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2. példa: Hatdrozzuk meg legfeljebb mekkora F' erével terhelhetd az aldbb vazolt tartd, ha a tarté
anyagara megengedett fesziiltség értéke 150 MPa
Y

A nyomatéki dbréardl leolvashaté az My max = 2F [Nm] maximélis hajlitényomaték. A nyomatékot megadé
Osszefiiggésben megjelend tdvolsdg méterrdl miliméterre torténd dtviltdsa utdn a maximalis hajlitényoma-
tékot az My max = 2000F forméban kell a

Mpzmax ~ 2000F  12000F  12F

Temax T TR, T AR T 3000 32
fesziiltség képletbe helyettesiteni. A fesziiltségcestcsra torténd méretezés képletének felhasznaldsaval kapott
12Fhax
g e
egyenlet dtrendezése utdn az
32150
Fmax = T == 400 N

eredményre jutunk.
Hatdrozzuk meg legfeljebb mekkora F' erével terhelhetd a tartd, ha a gerendét az eredeti elrendezéshez
képest 90°-al elforditjuk a z tengely koriil.

Ekkor
Mpzmax  2000F°  12F 16 - 150

0 zmax — Ka; = 10202 16 5 azaz Fmax - 12
6

= 200 N.

lesz az eredmény. A feladatbdl levonhatjuk azt az altaldnos tanulsagot, hogy az egyenes hajlitdsra igénybe
vett gerenddkat mindig a keskenyebb oldalukra &allitva célszer(i beépiteni.

3. példa: Az dbran ldthaté I acélbdl készitett konzolt a befalazdstdl I3 = 1.4m és ls = 1.75 m tdvolsdgra
elhelyezked6 futémacska kerekek F; = 10.5kN és Fb = 13.5kN erével terhelik.

4
Y L .
A ~
szelvény | h [mm] | K, [em?] | K, [em?] | A [em?]
> 1180 180 161 19.8 27.9
I 200 200 214 26.0 33.4
I 220 220 278 33.1 39.5
I 240 240 354 41.7 46.1
>
z

A mellékelt tabldzatbdl vélasszuk ki, hogy milyen méretii I acélt kell alkalmazni, ha a tarté anyagara
megengedett fesziiltség értéke 140 MPal
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A feladat megolddsakor fesziiltségcsicsra méreteziink, azaz elészor a konzol veszélyes keresztmetszetén
fellep6
Mz max = Mpi(A) = Fily + Fyly = 1.05 - 10* - 1400 + 1.35 - 10* - 1750 = 3.8325 - 107 Nmm
hajlitényomaték értékét hatdrozzuk meg, amely birtokdban szamithaté a
Mpgmax  3.8325- 107
Ky soiihs, = —ZmaX 38325107 _ 973750 mm® = 273.75
Omeg 140

sziikséges keresztmetszeti tényez6. Az I szelvényekhez tartozd szabvanybdl kifrt adatokbdl készitett tdbla-
zatunkban keressiik meg az els6, K, s,;xs. keresztmetszeti tényezénél nagyobb K, (3. oszlop) tényezével biré
szabvdnyos keresztmetszetet. Ezek alapjdn a kivdlasztott I 220 keresztmetszetbol kell a tartét elkésziteni.

Csavaras

A csavardsra igénybevett korkeresztmetszetii prizmatikus rud [ hossziisagu szakaszabdl kivett P ponthoz
kotott Rz koordindtarendszerben egy elemi négyzetalapt hasdbot vizsgalunk.

yu yn
M >0 Py M >0
h{ Iq—g
-l L |-
yA
M >0 Y P M >0

X

o4
NN

' 0

A viszgdlt [ hosszisdgui ridszakasz megfigyelésébdl az alakvaltozas jellegére kivetkeztethetiink:
e A keresztmetszetek sajat sikjukban fordulnak el, igy ezeken a korlapokon kijelolt anyagi vonalak

nem torzulnak, azaz yp, = v, =€, = 0.

e A rid dtmérdje sem viltozik e = 0.

e Az sbra alapjan a terhelés el6tt z tengellyel parhuzamos szdlak z tengelyli egyenletes v emelkedésii
hengeres csavarvonalakkd gorbiilnek.

e A z tengelyre merdleges egyenesszakaszok a z koriil fordulnak el. Hosszuk nem véltozik, azonban a z
tavolsdgra 1évo korlapok egymdshoz viszonyitott ¢ = ¥z szogelforduldsa a z linedris fiiggvénye lesz,
ahol ¥ = dll. a fajlagos elcsavaroddsi szoget jeloli.

Kis alakvaltozdsok esetén a P-bol P’-be torténd érintdirdnyt elmozduldsra felirt r¢ = vz osszefiiggésbol a
¢ = ¥z helyettesitésével jutunk a v = rv képletre, mivel a ¢ és z tengelyek kozotti ., = v szogtorzulds
nem zérus értékil kovetkezik, hogy:

0 0 0
A, =10 0 %'Vsoz
0 37, O

Figyelembevéve a paldst terheletlenségét, valamint a deformécié jellegét arra jutunk, hogy csavards esetén
Tyz = Tz fesziiltségek ébrednek.



12

A P pontbeli 7, fesziiltség a P pontbeli v,,, fajlagos szogtorzuldsbdl a
Tz = G’yapz
alaku csavardskor érvényes Hooke-torvény segitségével széamithato ki, ahol G [MPa] a csuisztaté rugalmassagi
modulus.

MEGJEGYZES: Azonos anyagra vett E, G és v anyagdllandék Osszetartoznak, azaz kettd ismeretében a
harmadik szdmithaté.

A fajlagos szogtorzuldst és a 7, fesziiltséget az M. nyomatékbdl szamithatjuk. Képezziik az tn. fesziilt-
ségi eredOket a tarté zy keresztmetszetén:

Az Fg eredd szamitdsa a keresztmetszet S sulypontjaba az

—

ng/Gﬁr € dA:Gﬁézx/réRdAzﬁ

T — —
ATer e xénR A

eredményre vezet, mivel az integral a korkeresztmetszet szimmetridja miatt eltiinik. A sdlypontba szamitott

M., = / réR X €,GUrdA = GUE, / r?dA
g, A
€z
Ip

nyomaték képletébdl az I, poldris mdsodrendii nyomaték bevezetése utdn jutunk a

M. M.z
9= ( P =19z =
G TG
fajlagos elcsavaroddsi szogek és a
M,
Tor = Tazp = Gy, = GUr = T r
P
¥

fesziiltség szamitasara szolgal osszefiiggésekre. Igy a T, fesziiltség-
X tenzor métrixa

0O O 0
T, =10 0 74
0 7 O

alaki lesz.
Egy d dtmérojli korkeresztmetszet poldris és stlyponti x és y tengelyekre vett mésodrendii nyomatékait

az
% 2m % d
413 4 4
r d*m I d*m
Ip://r2rdg0dr:27r/r3dr:27r[z]o:y, Ix:Iyzfp:a’
7‘:090:0 r=0
képletekbdl, a vonatkozé keresztmetszeti tényezoket pedig a
Ip 2Ip dr 2I, 37
Pm%e ~7d 16 P D

képletekbdl hatdrozhatjuk meg.
A D kiils6 és d belstd atmérdjii korgytiriikeresztmetszet polaris és sulyponti x és y tengelyekre vett ma-
sodrendii nyomatékait az

(D4 — d4) s I

32 T g T 64
osszefiiggésekbdl, a vonatkozd keresztmetszeti tényezdket pedig a

oo e _2Ip (D*—dY) K g _ 2 (D*—d*) 7

P "D 16D TS D T T 32D
képletekbol szdamitjuk.
Csavards esetén korkeresztmetszetnél a keriilet , mig korgyftiriikeresztmetszetnél a kiilsé D dtméréhoz tar-

tozé keriilet pontjai lesznek a veszélyes pontok. Ezekben, azaz a paldston T, maximélis csavardfesziiltség

I, (D*—dY)r

Ip =




13

ébred, amelyet a bevezetett K, keresztmetszeti tényez6 birtokdban a
Tmax — |MC|
Kp
modon szémitunk. A képletbe az M. nyomatékot Nmm-ben, a K,
poldris keresztmetszeti tényezét mm?>-ben kell behelyettesiteni, hogy
eredményiil a Tpax fesziiltséget MPa-ban kapjuk.
A pozitiv csavaré igénybevételnek kitett korkeresztmetszet silyponti
x és y tengelye mentén ébredd fesziiltségeloszldsokat szemléltetjiik:
az z tengelymentén a 7., az y tengelyementén pedig a 7, fesziilt-
séget. A fesziiltségeloszlds is szemléletesen mutatja, hogy a csavards
tengelyétdl téavolodva linedrisan nd a fesziiltség.
Az dbrén ldthaté médon a keresztmetszetre berajzolt csavarényomaték forgatdsi értelme mutatja, hogy a
sugartdl linedrian fiiggd fesziiltségeloszldsok merre mutatnak.

Méretezés, ellenorzés kérdései

Fesziiltségcsticsra méreteziink a
TF

Tmax < Tmeg —

képlet alapjén, ahol az n > 1 a biztonsédgi tényezot jeloli.
1. példa A d atmérdjii tengelyhez mereven kapcsoléodé D dtmérdjii tarcsa keriiletén allandé F' és —F
er6kbol 4ll6 er6par miikodik. Adatok: |F| = 5kN; D = 0.4 m.

l

Méretezziik fesziiltségesicsra a tengelyt, ha anyagdnak 7, = 60 MPa a csavardsra megengedett csisztato-
fesziiltsége!
Az A és B keresztmetszet kozti tengelyszakaszt az erdparbdl szamitott dllandé
M.=|F|D=5-0.4=2kNm
csavarényomaték terheli.

A megrajzolt igénybevételi 4bra alapjan az AB szakasz kersztmetszetei egyforman veszélyesek. A korke-
resztmetszet keriileti pontjai a veszélyes pontok csavards esetén. Igy a

Tmax < Tmeg

fesziiltségesticsra torténd méretezés alapképletébe a kiorkeresztmetszet Kp poldris keresztmetszeti tényezdjét

helyettesitve ad6dé
16 | M|
B =M

Osszefiiggés alapjdn vélasztjuk a

16 | M. 16 -2 - 106
d> 2 O|Mec| _ 5/16 0 = 55.37 mm

- Timeg™ 607

tengelydtmérot.
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2. példa Az dbrdn vazolt L = 0.8 m hosszisdgu és d atmérdjit korkeresztmetsztii rudat, az dbran lathato
médon, az M, = 31.8 Nm nyomaték csavardsra terheli. A nyirdsi rugalmasségi modulusz G = 8 - 10* MPa.

yA y A

M, od M.
A B
DU S

Méretezziik a rudat, ha a két szélsé (A és B) keresztmetszetek egymashoz viszonyitott szogelforduldsédnak
megengedett értéke @,y = —4 - 1073 rad (A keresztmetszeteken az 2-bdl y-ba torténd forgsst tekintjiik
pozitivnak.), majd ezutdn ellenérizziink fesziiltségcsticsra Ty,eq = 30 MPa mellett!

A terhelés el6tti rid végein felvett fiiggéleges tengelyek koziil az A keresztmetszethez kétott, gondolatban
fiiggblegesen maradé y tengelyhez képest a csavaréonyomaték forgatdsi értelme szerint @ szoggel fordul el a
téle L tdvolsagra lévé B keresztmetszetbeli 3/ tengely. A relativ szogelforduldsnak a megengedett érték alatt
kell maradni, azaz az |®| < @4 Osszefiiggés frhato fel, amelybe a ®-re érvényes formuldt helyettesive a

32|M,| L
Tding SO
osszefiiggésre jutunk. Ezt dtrendezve kapjuk a

32|M,| L </32 -31.8 - 103 - 800
d> 4 —=— = &
N BpegrG VT 10781004 00
eredményt.

Vialsszuk a d = 30 mm dtmérdt és ellendrizziik le a rudat a Tmax < Tmeg képlet alapjan, amely szerint

16 M, 16-31.8-10°
BT 303w

>~ 6 MPa, < Tyney = 30 MPa,

azaz a rud megfelel.

3. példa Az dbran vazolt korgytiriikeresztmetszetii, jobb végén befalazott rudat az |M 1] = 0.3 kNm ¢s az
|Ms| = 0.5 kNm nyomatékok csavardsra terhelik (az A, ill. B keresztmetszetekben). {3 = 600 mm, lo = 400
mm.

Meéretezziik a rudat, ha ismeretes a D/d = 3/2 dtmér6viszony és e = 70 MPa a megengedett fesziiltség a
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tengely anyagdra, valamint hatdrozzuk meg a rid B keresztmetszetének az A keresztmetszethez viszonyitott
P p szogelforduldsat, ha G = 8 - 10* MPa a nyirasi rugalmassagi modulus!

Az igénybevételi dbra megrajzoldsa utdn megallapithaté, hogy az AB szakasz keresztmetszetei a veszé-
lyesek és ezeket M.max = 0.3kNm terheli. A fesziiltségcesticsra térténd méretezés csavards esetén érvényes

formuldjiba a

P e (Bd*—dY Y 8d'zr 65
P=""16D ~ 1624  24d 384

poléris keresztmetszeti tényezot helyettesitve kapjuk a
. . 106
d> @ 384 M max _ 3/384-0.3-10 ~ 90 mm
65T imeg™ 65-70-m
Osszefiiggést.

Vilasszuk a d = 20 mm belsé dtmérét, amelyhez a D = 30 mm kiilsé dtmeérd tartozik. Igy

_(D*=dY)m (30" —20")m A
Ip = = = = = 63813.6 mm

lesz a poléris méasodrend{i nyomaték. Ezt felhasznalva a rid B keresztmetszetének az A keresztmetszethez
viszonyitott szogelforduldsa a

Mclap  0.3-10°-600

_ —0. d
T7G  63813.6.8. 108  0030ra

Dpp =

képletbdl adddik.
Prizmatikus rudak osszetett igénybevételei

Ebben a részben targyaljuk a tobb igénybevétel egyiittes hatdsanak (Osszetett igénybevételnek) kitett rud
méretezésének és ellendrzésének kérdéseit.

Ferde hajlitas

Ferde hajlitasrél akkor beszéliink, ha a keresztmetszetet sikjaban terheld ]\25 nyomatékvektor egyik suly-
ponti tehetetlenségi fétengellyel sem parhuzamos.
A ferde hajlitds igazolhatéan két egyenes hajlitds szuperpoziciéjaként is megadhaté a

M, hx M, hy
I, 1,

osszefliggés alapjan, amely szerint a keresztmetszet x ¢és y stlyponti tehetelenségi tengelyeire vett Mp,,, My,
hajlitényomatékok, valamint I, I, masodrend{i nyomatékok se-
gitségével a tetszbleges (z,y) koordindtaju pontban szémithato
a 0, normél fesziiltség.

A Kkeresztmetszeten keressiik azon Kkitiintetett pontok helyét,
ahol az ébred? fesziiltség zérus értékii lesz. Az eképpen felirt

Uz(xa y) =

o, = 0

My, My _ y//
LVt 0] \
egyenletbdl az dtrendezés utaljlwz;zy . 7/}%%%
Yy = _M_h:rl_yx

osszefiiggésre, az in. zérusvonal egyenletére jutunk. Az dbran
piros szagatott vonallal jelolt zérusvonal dthalad az S silypon-
ton és a keresztmetszetet két részre bontja. Az egyik részen a
pozitiv, a masikon a negativ normalfesziiltségek ébrednek.

A zérusvonal bevezetésével a keresztmetszet veszélyes pontjait konnyen megéllapithatjuk, mivel azok
értelemszeriien a zérusvonaltdl legtdavolabbi pontok lesznek (Az dbran ezeket P és Py jeloli). Ezekben a
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pontokban ébred6 maximilis fesziiltség a

0 zmax — Uz(Pl) = ‘O-Z(PQ)’ .

A fesziiltségesicsra torténd méretezés és ellenérzés sordn a ferde hajlitds esetén ébredé maximaélis o, max
fesziiltség egy az anyagra jellemzd fesziiltségbodl a biztonsdg figyelembevételével megallapitott o,¢4 megen-
gedett fesziiltségen nem léphet til, azaz 0. max < Omey-

MEGJIEGYZES: Az igénybevételek eldjelszabalyabdl kovetkezden

Y X
T] A X
(—): M0 M, >0
M,>0 z v z

az My, nyomaték pozitiv eldjelii, ha vektordnak irdnya y tengelyirdnnyal ellentétes!

1. példa Az dbran vazolt téglalapkeresztmetszetii prizmatikus rid veszélyes K keresztmetszetének igény-
bevétele az S silypontba redukélt F' = 0, Mg = (240€, + 90€,) Nm ered6 vektorkettossel adott.

Hatdrozzuk meg a zérusvonal egyenletét, majd jeloljiik be a ke-
resztmetszet dbrdjan a zérusvonalat, tovabbd ellendrizziik a rudat
fesziiltségesticsra, ha oy = 80 MPal

Az Mg nyomatékvektorbdl az eldjelszabdly figyelembevételével al-
lapitjuk meg az

’,Z////////% My, = 24 - 10* Nmm 6s Mp, = —9 - 10* Nmm
//

stlyponti tehetetlenségi tengelyekre vett nyomatékokat és a kereszt-
metszet adataibdl meghatdrozzuk a vonatkozé

30 - 403 40 - 303
L =—7 =16-10*mm* & I, = D =9-10* mm*
ma&sodrendii nyomatékokat.
Ezek behelyettesitésével a zérusvonal egyenlete az
My I, —9-10%16-10* 2
y=-——"—r= x

My I,” 24-108 9-108 "~ 3

lesz.
Az &brén szaggatott piros vonallal bejelslt zérusvonaltdl legtdavolabbi P (—15,20) mm és P (15, —20) mm
jelti pontok lesznek a keresztmetszet veszélyes pontjai.
A veszélyes pontokban ébredd

M, 24 - 104 —9.10%
ap = 16107 20+ 5 goa (

Tomax = 0z (P1) = I’”” yp, + —15) = 45MPa

T Iy
fesziiltség kisebb, mint a 0,y = 80 MPa, tehat a rid megfelel.
Huzas (nyomds) és egyenes hajlités

A rud keresztmetszete egyidejiileg hizédsra (nyomédsra) és egy a keresztmetszet silyponti x tengelyével
pdrhuzamos egyenes hajlitdsra van igénybevéve, akkor a keresztmetszet adott P pontjaban a szuperpozicié
elve alapjdn a két hatds

N My,
/ /. ! T
0,(P)=— és 0, (P)=
(P) = (P) = —yr
fesziiltsege osszegzddik, azaz o,(P) = o,(P) + o’(P).

A fesziiltségesicsra torténd méretezés és ellendrzés sordn az ébredd maximalis o, max fesziiltség egy az
anyagra jellemz6 fesziiltségb6l a biztonsag figyelembevételével megdllapitott o,e, megengedett fesziiltségen
nem léphet til, azaz

0z max < Omeg-
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A keresztmetszet veszélyes pontjanak és igy o,max megkeresése az y tengelymenti fesziiltség eloszlasok
megrajzoldsdval torténik.

1. példa Egy T acélbdl késziilt tarté veszélyes K keresztmetszetének igénybevétele az S silypontba
redukslt F = (—9&,) kN és Mg = (700€,) Nm eredd vektorkettéssel adott.

Méretezziik a tartot fesziiltségesicsra, ha anyagdnak op = 120 MPa a folydsi hatdra és np = 2 az eléirt
biztonsdgi tényezo!

Az abra mellett néhdny, a szabvinyos T keresztmetszethez tartozé adatot foglaltunk tssze:

szelvény | h [mm] | e [mm] | I, [em?] | K, [em3] | A [cm?]

T 60 60 1.66 23.8 5.48 7.49

T 70 70 1.64 44.5 8.79 10.6

T 80 80 2.22 73.7 12.8 13.6

T 90 90 2.48 119.0 18.2 17.1

T 100 100 2.74 179.0 24.6 20.9

A feladat megoldédsa az y tengelymenti fesziiltségeloszlas jelleghelyes megrajzolasdval kezdddik. Ebbol
megdllapithaté a veszélyes pont a keresztmetszeten:

Sy |

T
AN s .

%7,

A fesziiltségi dllapotok szuperpozicidja az y tengelymenti fesziiltségeloszlas Osszegzésével szemléletesen ko-
vethetd. Igy a bejelolt P pontban ébredd

N M,
Uzmax:%+ Khw
x

fesziiltséget kell a korabban elmondottak szerint dsszevetni a oy,eq = op/np = 60 MPa fesziiltséggel.

A 0, max képletében ismeretlenként az A és K, jelenik meg, ezért az egyszer{iség miatt éliink a kovetkezd
iterdciés lehetdséggel:

El6szor hajlitdsra méreteziink, majd a kapott eredménynél nagyobb, hozzd legkozelebb es6 szabvanyos
keresztmetszet adataival ellendrziink nyomadsra és hajlitdsra. Ha nem felel meg a keresztmetszet, akkor

értelemszerfien a kovetkezd, nagyobb méretiit vessziik és arra ellendrziink. Ezt addig ismételjiik, amig a
tarté meg nem felel.

My,
K; < Omeg
M -1 5 . .
K, >t _ A0 16666 mm® = 11.6 cm®
Omeg 60

alapjdn a tabldzatbdl a K, alapjin a T 80 szelvényt vdlasztjuk ki.
Az ellenérzést a T 80 szelvény adataival elvégezve, a

IN| My, 9-10%  7-10°
max = _ — 6.62+ 54.7 = 61.32 MP
Tzmax = Tt e = Taen T 128 108 + > Tmeg
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eredményre jutunk, igy vdlasztjuk a rdkovetkez6 T90 acélt, melyre a

IN| My, 9-103  7-10°
max = g = =5.2 46 = 43.72 MP
Oomax = = + o= = T + g g 108 = 026 1 3846 = 43.T2MPa < e

lesz, azaz a T 90 szelvény megfelel.
MEGJEGYZES: Az elébb bemutatott méretezési médszer par 1épés utdn mindig eredményre vezet.

2. példa Az dbrén vdzolt L = 0.6 m hosszisdgi és d = 80 mm atmérdjii korkeresztmetszet{i ru-
dat az |F| = 47.1 kN nagysagui erdk huzdsra terhelik, amelyek hatdsvonala A (0; a =20 mm; L) és B
(0; @ =20 mm; 0) pontokat Ssszekstd z tengellyel parhuzamos egyenes.

%

%4 / 7 >
c.) p4

V////////?

_

4

\ J

Ellenérizziik a rudat fesziiltségesticsra, ha 0.,y = 30 MPal
A rudszakasz igénybevétele un. excentrikus hizds lesz, mivel a hizéerdk hatdsvonala nem a keresztmet-
szetek S sulypontjain halad keresztiil. Az Feré S pontba redukéldsdval egy My, = a|ﬁ | =20-47.1-10% =
942 - 10 Nmm nyomaték adédik, azaz a feladat hiizdsbdl és egyenes hajlitasbél 41l dsszetett igénybevételre
vezet. A fesziiltségeloszlas jelleghelyes megrajzoldsa utdn megallapithatd, hogy a keresztmetszet veszélyes
pontja a P pont. Itt ébred a
N My, AN 32M,, 4-47.1-10% 32.942.10°

o AT K, @&n ' #r 80%r 80%x a

fesziiltség, amely kisebb mint a oy,¢4 = 30 MPa igy a riid megfelel.
Huzés (nyomds) és csavards

A kor-, vagy korgytiriikeresztmetszetii rudat egyidejiileg hizds (zomok rud esetén esetleg nyomds) és csa-
varas veszi igénybe. Az dbran ldthaté médon a prizmatikus ridnak a z tengely a kozépvonala és az M
és F vektorok B keresztmetszetbdl kifelé mutatva az igénybevételi elbjelszabdlyok alapjin pozitiv el6jelii
csavardst és hizédst okoznak.

od

~\
=
i

A rid egy P pont fesziiltségi dllapota a két megadott egyszerii igénybevétel altal okozott fesziiltségi allapo-
tokbdl a T, = T’, + T, médon szuperpondlédik, azaz
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A fesziiltségesicsra torténd ellendrzés, méretezés sordn eldszor veszélyesség (kdrosodds) alapjén hasonlitjuk
Ossze a rud pontjaiban el64allé fesziiltségi dllapotokat, majd a legveszélyesebb pontra végezziik el az ellen6r-
zést, méretezést. Hizds (nyomds) és csavards esetén a tenzorban (fesziiltségi dllapotban) o és 7 fesziiltségek
is szerepelnek. Igy a vizsgslt fesziiltségi allapotok kozvetleniil nem hasonlithatéak dssze egymadssal, ezért az
Oket helyettesitd egyszerii, de veszélyességi szempontbdl veliik egyenértékii fesziiltségi dllapotokat keresiink.

A legegyszeriibb fesziiltségi dllapot az egyetlen o1 féfesziiltséggel (o2 = o3 = 0) jellemezhetd egytengelyi
fesziiltségi dllapot. Az eddig targyalt esetek ide tartoztak.

AT p tenzor altal leirt fesziiltségi allapothoz keressiik meg a veszélyesség szempontjiabdl vele egyenértékii
egytengelyti fesziiltségallapotot, amelyet az illetd (dltaldnos) fesziiltségi dllapothoz tartozoé o.eq jelii redukalt
(egyeneértékii) fesziiltségnek nevezziik.

A megadott T, tenzorhoz a

05\ 2

_ 0= 2 _ _ 0= 9:\% , o
=G () T =0 =T\ (F) 47k

fofesziiltségek tartoznak. Ezek segitségével képezziik a Mohr elmélet szerint

2
Moh [ (9=
Urecol "=o01— o3 =2 <7> + 7—‘1202 = Uz + 47—32

a Huber-Mises-Henckey (von Mises) elmélet szerint pedig a

1
ory ! = \/5[(01 — 02)? + (02 — 03)? + (01 — 03)%] = /0% + 372,

redukalt fesziiltségeket, amelyek birtokdban a

Oredmax = max ﬁTmax > Omeyg

képlet szerint a szokott médon méreteziink, ahol g = 4 Mohr szerint és 5 = 3 HMH szerint.

1. példa Az dbran vézolt, baloldali végén befogott, d = 40 mm &tméréjii, | = 600 mm hosszi, tomor
tengelyt az M = (—50.24€,) Nm nyomaték és a F' = (—7.536¢,) kN er6 terheli.

ed

™|

N\, M
\

) J

Ellenérizziik a rudat fesziiltségesticsra a Huber-Mises-Hencky-féle elmélet alapjdn, ha o,y = 10 MPal
A tengely teljes hossza mentén a csavarényomaték és a nyomo-

er nagysdga dllando, ezért a tengely minden egyes keresztmet-

szete egyformdn veszélyes. Kivédlasztva ezek koziil az egyiket a
keresztmetszet tengelyei mentén abrazoljuk a fesziiltségeloszla- Y
sokat. JOl lathaté moédon a veszélyes pontok az dbrdn pirossal
megjelslt keriileti pontok lesznek. A keriilet egyes pontjaiban
egyidejtileg pedig a

IN|  4-7536

max — — 4 — =~ 6 MP
7 A - a0z oMPba

. M| 1650240

Tmax = e T T 403
fesziiltségek ébrednek. Az ezekbdl szamitott Huber-Mises-
Hencky-féle elmélet szerint vett

oIME — /62 1372 = /62 +3-42 =9.165MPa

maximalis redukalt fesziiltség kisebbnek adddik, mint a megen-
gedett o,y = 10 MPa fesziiltség. Igy a tengely megfelel.

= 4 MPa
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Hajlités és csavards

A hajlitasbol és csavardsbdl dll6 Osszetett igénybevétel esetében is csak a kor-, illetve korgyfliriikereszt-
metszetll prizmatikus rid méretezésének és ellendrzésének kérdéseit vizsgaljuk.

Az el6z6ek alapjdn a redukalt fesziiltség szamitdasat kell elvégezni a fesziiltségi dllapotok Osszevetéséhez,
mivel a pontbeli fesziiltségi dllapotot jellemz6, Ryz hengerkoordinédta-rendszerben felirt T tenzorban o, és
T fesziiltségek vannak. N
Az igénybevételi dbrak alapjén megéllapitott veszélyes C ke-
resztmetszeten tisztan hajlitasbdl a hajlitds tengelyétol vett leg- Y

tévolabbi pontok (piros szinnel jelslt P; és P» pontok), mig csa- \\\\
vardasbol a keriileti pontok (zold szinnel jelsltek) adédnak veszé- \\
;\\\\\\\;\\Sn

lyesnek. Ebbdl kovetkezik, hogy 6sszetett igénybevétel esetén a
P, és P> pontok jelolik a keresztmetszet veszélyes pontjait. A

Py (és igy a Py) jelii veszélyes pontban a
M, M,
Omax = Uz(Pl) = % és Tmax — |T<pz(P1)| = I((PC’)

fesziiltségek ébrednek. A redukalt fesziiltség szamitdsdra pedig
a
Oredmax = V U%nax + BT?nax < O meg TGZ
|

képlet érvényes, ahol 5 = 4 Mohr és § = 3 HMH szerint.
Behelyettesitve ebbe az Osszefliggésbe a omax €S Tmax Képletét,
valamint kihaszndlva azt, hogy kor-, illetve korgyfirtikeresztmetszetek esetén Kp = 2K, és a K, kereszt-
metszeti tényezdt a nevezoben kiemelve kapjuk, hogy

O redmax = \/[Mh—(c)r n [mr - Kix\\/M,fm(C) + gMg(o).

Xy

K, 2K,

M:ed max

Bevezetve az M4 jelii redukalt nyomatékot a fesziiltségesicsra torténd méretezést, ellendrzést a

Mredmax <o
K, > Omeg

képlet alapjén végezziik el.

A tengely méretezése tehat a redukdlt nyomaték ismeretében gy torténik, mintha a tengelyt az M4
nyomaték hajlitdsra terhelné.

A tengely veszélyes keresztmetszete pedig a vonatkozé nyomatéki dbrék megrajzoldsa utdn a tengely ke-
resztmetszeteinél szamitott redukalt nyomatékok osszevetésével keriil kivalasztasra. A veszélyes keresztmet-
szetben ébred6 legnagyobb redukalt nyomatékot M,.eqmax jeloli. A ey megengedett fesziiltség ismeretében
pedig ebbdl kiszdamitjuk a sziikséges

Mred max
Kmszdks. =
Omeg

keresztmetszeti tényezot, amely birtokdban a tengely dtmérédjét kivalasztjuk.
MEGJIEGYZES: A gyakorlatban elé6fordul, hogy egy altaldnosan terhelt tengely esetén célszerii kiilon-kiilon
megrajzolni az Mpy, és My, nyomatéki dbrakat. A két nyomaték M€, és —My,€, vektora egymdsra
merdleges, ezért az
2 2 2
Mh - Mhz + Mhy

lesz az ereddjiik négyzete. Ezt helyettesitve az M,.q Osszefiiggésbe a hajlitényomaték helyett az

B
Myeq = \/ng + Mf%y + _]Mc2

4
képletre jutunk.
1. példa Ismeretesek a D kiils6 és d belsd dtmérdvel rendelkezd korgytirii keresztmetszetii, prizmatikus
tengely hajlité és csavarényomatéki dbrai.
Méretezziik a tengelyt fesziiltségesicsra Mohr-féle elmélet szerint a D/d = 2 dtméréviszony és a tengely
anyagdra vonatkozo6 o,y = 200 MPa ismeretében!



21

A megadott nyomatéki dbrak alapjdn keressiik a tengely
yA 2D zd veszélyes keresztmetszetét. E célbdl a veszélyesnek tiind ke-
resztmetszetekben a Mohr elmélet szerint szémitott redu-
kélt nyomatékok kiszamitdsit és egymdssal torténd dssze-
hasonlitdsat végezziik el:

A BT keresztmetszetben

MMohT(BTY = \/42 432 + 72 = 8.6 kNm

a D keresztmetszetben pedig

MM (D) = /62 + 62 + 72 = 11 kNm
a redukdlt nyomaték nagysiga, azaz a D keresztmetszet a
veszélyes. Igy MMohr —— NpMohr( D)y,

A K, képletét a D = 2d atméréviszony helyettesitésével a

g _(Dt-d)m  (16d* —d)w  15dr
= — —

>

w | | |

U |

my
NV

32D 64d 64
alakra hozzuk. Ezt behelyettesitve jutunk a méretezés
GAM, el
Lddn  — 0™

képletére, ebbdl pedig a

64N Mohr 5/64-11 - 106
d> ¢ ——redmax — ¢ =42.11
=\ 150y 15 - 2007 pmm

eredmény addédik a belsé dtmérore.
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