Miskolci Egyetem

===
2
,\ o

GEPESZMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR

Statika

(Oktatasi segédlet a Gépészmérndki és Informatikai Kar Bsc levelezds hallgatéi részére)

KESZITETTE:
Szirbik Sandor, Nandori Frigyes

Miszaki Mechanikai Intézet

Miskolc, 2014.



1. Bevezetés

Ezen kézirat a Gépészmérnoki és Informatikai Kar Bsc levelezos hallgatéi részére késziilt kivonatos anyag,
amely a Miiszaki Mechanikai Intézet dltal gondozott Statika (GEMET201BL) eléadasok alapjdn lett tssze-
allitva és a targy alapszintii elsajdtitdsdban nyujt segitséget.

A mechanika targya, alapfogalmak

Koordinata-rendszer: A térgy keretében egy, az ¢, ¢,, €. egységvektorok altal kijelolt derékszogii
Descartes-féle koordindta-rendszert haszndlunk vonatkoztatdsi alapként, amelyben a tér barmely P pontja
az Tp = Tp€; + yp€, + 2p€, helyvektor altal megadhato.

Néhédny alkalmazésra keriild test modell:

Merev test olyan idealizélt test, mely alakjéit eré hatdsdra nem valtoztatja, azaz barmely két tetszdleges
pontjdnak tdvolsdga allandé marad.

Szildrd test olyan idealizilt test, mely alakvaltozdsra képes, tehdt pontjainak tdvolsdga erd hatdsdra a
pontok relativ rendezettségének megmaraddsa mellett megvéltozhat.

Az erdt testek kolcsonhatasdnak mértékeként értelmezziik. Az erd
irdnyitott mennyiség, azaz vektor. A koncentralt erd jele az F és
meértékegysége az N [Newton].

Az F = F,é, + Fey+F.e, erévektort jellemzi:
e nagysiga (mérdszama és mértékegysége)
|F|=F =, /F2 + F2 + F2,
e hatdsvonala (egyenes, mely megmutatja az erévektor helyét
a térben),
e irdnyitdsa (hatdsvonal menti két irdny koziil az egyiket jelsli
ki).

Ha F| és Fy erbk egyszerre 1épnek fel egy adott testen, akkor beldliik az F = F| + F, eredd képezhetd.
Két egymadssal pdarhuzamos, azonos nagysdgu, de ellentétes irdnyd és nem kozos hatdsvonali eré eropart
alkot. Az er6parnak 0 az ereddje, kovetkezésképp konnyen beldthatjuk azt, hogy mig egyetlen erd eltolni
és forgatni igyekszik a testet, addig az erdpér kizardlag forgaté hatdst,
azaz nyomatékot fejt ki rd. Az eré6parbdl szarmazé nyomatékvektor
a test minden pontjdban azonosnak addédik.

Tovébbi fontos észrevétel az, hogy az eré hatdsvonala mentén eltol-
haté anélkiil, hogy az adott pontra vonatkozé nyomatéka megvil-
tozna.

A nyomaték is vektormennyiség, jele az M , mértékegysége pedig a

Nm [Newtonmeéter].
Egyetlen koncentralt F' erének a test adott A pontjara gyakorolt nyo- /

matéka az

A Z

M A= T AP X ﬁ X

képlet alapjdn szamithatd, ahol My nyomatékvektor merdleges az Fap és F vektorok &ltal kifeszitett stkra.

Az My nyomaték osszetevdi értelmezhetdk gy is, mint egyetlen koncentrélt F er6 4ltal kifejtett forgatd

hatds egy olyan csapdgyazott végii tengelyre, mely az adott A pontban a testhez mereven rogzitett és
valamely koordindta-tengellyel parhuzamos.
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Az M A = Mag€p+ May€y + Ma.€, nyomatékvektor Ma,, My, és Ma, koordindtédi az x, y és z tengelyekre
vett nyomatéknak nevezziik.



Ha ) és Fy erék egyszerre tamadnak egy adott testen, akkor az A pontra vett My nyomaték az Fy és Fy
erdk adott A pontra vett nyomatékainak tsszege lesz. Az F eredd és az My nyomaték ismeretében pedig az
adott test tetszoleges B pontjira az

M B = M AT+ ﬁ X TAB

Osszefiiggés szolgdltatja a nyomatékot, ahol 74p az A pontb6l B pontba mutaté helyvektort jeloli.

Sikbeli erének sikra merdleges a tengelyre vett M,
nyomatéka szamithaté az erd |F| nagysdgdnak és
a k erbkarnak (a tengely adott sikkal vett A jelt
doféspontjénak az erd hatdsvonaldtoél mért tévolsa-
génak) eldjeles szorozatabol. Az M, nyomaték els- )
jele a vilasztott forgatdsi értelemtdl fiigg, az dbrdn
vazolt esetben pozitiv eldjeliinek az x-bodl y-ba tor-
ténd forgatast tekintjiik, azaz My = M,é,. Igy
M, = —k\ﬁ |. Egy er6par nyomatéka pedig az erpar
d tavolsaganak (két hatdsvonal merdleges tavolsaga-

yA

nak) és az erd |F| nagysagénak M, = d|F)| szorzatsbél adédik.

Modellezés soran a vizsgalt testet (alkatrészt, stb.) elvdlasztjuk valamennyi ré hatdst kifejtd test-
t6l, majd ezek hatdsat feliileten megoszld, pontbeli, stb. erdkkel valtjuk ki. A kiilsé erdk berajzoldsakor
megkiilonboztethetiink testre terhelésként haté ismert erdket és a tdmaszokndl fellép6 ismeretlen tamasz-
téerdket.

Tamaszok: Azokat a gépelemeket, feliileteket, stb, amelyekre az adott test felfekszik (tdmaszkodik)
tdmasznak nevezziik. Az dbrédkon a legegyszeriisitések .g
A

utdn a sikbeli modellezésben hasznalatos pontbeli erda-
taddst biztosité tdmaszok koziil az un. gorgds, rudas,
illetve csuklés megtdmasztasokat, valamint a befalazdst A L A Al

lathatjuk. Ezek a tdmaszok mindig pontbeliek és kéti- ~EOT - IOONG - - DONT — OO0y~ »>
rdnydak, azaz a test nem vdlhat el a megtdmasztasatol.

A tdmaszok sematikus jelolése alatt az dltaluk a megta- F Ma F
masztott testre kifejtett F 4 tdmasztéerd pozitiv eljelti- A A A Az Az
nek, azaz tengelyirdnytnak vélasztott Fya, és F4, koordi- A A ' Y \ A "
natdit, valamint a befalazdsnédl fellépd a sikra meroleges F Ay F Ay F Ay FAY

M, jelti tdmasztonyomaték sikban berajzolt forgatdsi ér-
telmét lathatjuk.

Ha rudas tdmasz helyett kotél vagy lanc keriil alkalmazésra, akkor figyelni kell arra, hogy ezek az elemek
csak huzoéerdt képesek atvinni!

A mechanika, mint a fizika egy teriilete felbonthaté dinamikdra és kinematikdra. Dinamika a mozgé
testekre haté erdk tana, kinematika pedig a mozgastan. A dinamikdn beliil a statika az a részteriilet, mely
az erOk egyensiilydt vizsgélja, mikozben a vizsgélt testek relativ nyugalomban vannak. A statika feloszthat6
merev test statikdjara és az alakvéltozdsra képes test statikdjdra, azaz a szildrdsdgtanra.

2. Merev test statikdja

A merev test statikdjdnak feladata dltaldban a merev testek tdmasztéerd rendszerének meghatdrozdsa.
Tart6s nyugalom feltételei
A tart6s nyugalom sziikséges feltétele a merev testre hato kiils6 erérendszer egyensilydnak megléte:
F=0 és M 4=0 ,

azaz a testre haté kiilsd erérendszer ereddje és egy tetszéleges pontra szamitott nyomatéka zérus.
Az elégséges feltétel pedig, hogy a megtamasztasok a test Osszes merevtestszerii mozgasat gatoljak,
azaz a test nem mozdulhat el.

Sikbeli feladatok

Stkbeli feladatok esetén a nyugalomban 1évo test egyensilydt 3 darab fiiggetlen skaldregyenlet frja le. Ezek
lehetnek példaul a sikot kijelolod két tengely irdnydba vett vetiileti egyenletek és a sik egy tetszoleges pontjan
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athaladd, sikra merdleges tengelyre vett nyomatéki egyenlet. Egyes esetekben azonban célszeriibb vetii-
leti egyenletek helyett inkdbb a megfeleld tengelyekre felirt nyomatéki egyenleteket haszndlni, mivel ezek
segitségével vilik lehetévé a példamegoldds.

Ha a tdmasztéerérendszer ismeretleneinek szama megegyezik a statikai egyenletek szdmaval és ezekbdl a
feladat ismeretlenei egyértelmiien meghatdrozhatok, azaz az egymdstol fiiggetlen statikai egyenletek szdama
egyezik az ismeretlenek szdmdval, akkor a feladat statikailag hatarozott lesz.

Két ero sikbeli egyenstlya: A merev testre hat6 két er6bol 4116 kiilsé erérendszer egyensilyi, ha az
er6k nagysdga azonos, hatdsvonal kozos és irdnyitdsuk ellentétes. (Ez dll fenn tdmasztérid esetén is.)

Példa harom erd6 sikbeli egyensiilydra: Az dbrdn lathaté xy sikbeli keretszerkezetet sajat sikjaban
egy koncentralt F, = —7€, kN er6 terheli. Az A pontban csuklés, mig B-ben egy a fiiggtlegessel 45°
szoget bezdrd ferde gorgds megtdmasztds van kialakitva. Itt is felhivjuk a figyelmet arra, hogy a gorgds
tdmasz csak a gorgdfeliiletre merdleges hatdsvonali tdmasztéerdt tud kifejteni. Hatdrozzuk meg az F A, és
F, B tdmasztéerdket szerkesztéssel és szamitassal is!

y A N y A .
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r Y r Y 2
A y y B A A J A B
s X
FA FB
7

A feladat megoldasa az Fy, Fg és F, erdk sikbeli egyen-
stlya alapjdn torténik. Ez azt jelenti, hogy e harom kiils6
erdvel tamadott sikbeli szerkezet egyensilya biztositott,
ha az erdk hatdsvonaldnak van kozos metszéspontja és
0 az erévektorok alkotta zdrt vektorharomszogben a nyfl-
folyam folytonos.

Els6ként a jobboldali helyzetdbran az F, és Fg erék ha-
tdsvonaldnak ismeretében a kozods metszéspont megkere-
sése torténik. Az egyenstly érdekében az F erd hatdsvo-
' naldnak is 4t kell haladnia ezen a kozos metszésponton,
igy a tdmasztéerdk hatdsvonalai (kék szinnel), valamint
\ a terhel er6 hatdsvonala (piros szinnel) berajzoldsra ke-
kN | riil. Igy az els6 feltétel teljesiilt a hatdsvonalak kozos

pontban metszdédnek.

Egy lépték vilasztdsa utdn az ismert F, erévektort egy O kezd6épontbdl kiindulva, 1éptékhelyesen felmérjiik
az erbabran. Az gy kapott F, vektor végpontjaibdl psrhuzamost hizunk az F4 és Fg hatdsvonalaival. A
kiszerkeztett vektorok irdnydt pedig a folyamatos, zdrédé nyilfolyamnak megfeleléen berajzoljuk.

A feladat szamitdssal torténd megolddsdra szolgdlé egyenleteket a
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Y F, =0 Y F,=0 M, =0
74+ Fay+Fp, = 0 Fyr+ Fpr, =0 —2-743,5-Fpy, =0
vetiileti egyenletek és a sikot A pontban merdlegesen dofé a tengelyre vett nyomatéki egyenlet, valamint az

erdk osszetevéi kozti kapcsolatot add, az Fy és Fp hatdsvonalainak ismeretén alapulé

|Fas| _ 2
|Fay| — 1,5

vagy |FBz| = [Fy]
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képletek képzik. Az Fy és Fp tdmasztéersk keresett F ey Fay, Fpa, és Fpy komponensei ebbdl a négy
fiiggetlen egyenletbdl meghatarozhatéak:

Fy, = —4 kN, Fay = 3 kN, Fp, =4kN és Fp, =4 kN,
azaz
Fy = (—4&, + 3&,) kN, F = (4, + 4&,) kN.
MEGJEGYZES: Természetesen hdrom parhuzamos erd is egyensilyban lehet, de most ezzel kiilon nem fog-

lalkozunk.

Példa sikbeli k6z6s pontban tdmadé erdk egyensilydra: Egy G = mg = 1500 - 10 = 15000 N =
15 kN silyd testet az dbrdn ldthaté mdédon silytalannak tekinthetd kotelek segitségével fiiggesztjiik fel.
a = 45°; § = 30°. Hatdrozzuk meg a kotéldgakban miikodd Fy és Fo erdket a szerkezet tartés nyugalma
esetén!
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Az xy sikban vizsgalt szerkezet 1, 2 és 3 jelii kotélagaiban fellepd erdk hatdsvonalai egy kozos pontban
metszédnek. Az ismeretlen Fy és Fy kotélerok meghatdrozdsdra a C kozos pontban tdmadé erérendszer
egyensilyabol adédé F = 0 egyenlet hasznalhaté fel. A feladat jeloléseivel ez az
ﬁ 1+ ﬁ 2 + é = 6

vektoregyenlet lesz, amely sikban 2 db skaldr egyenletre esik. Bontsuk fel tehdt az ismeretlen erdket zy
sfkban — az dbrdn berajzolt médon — tengelyek irdnyba es6 dsszetevokre:

F = —Fi.@ + F,¢,

F;Z = F2x€x + F2y€y
Ez négy ismeretlen tengelyekre es6 vetiiletet, azaz Fi., Fiy, For, Foy erokoordindtat eredményez. Figyelni
kell a felbontds sordn az eléjelekre is, mivel példéul az Fy = Fi,+ ﬁly vektor az €, és €, egységvektorok dltal

kljelolt tengelyekre vett felbontdsaban az Fi, és €, ellentétes irdnyftdsd és ezt — elbjel Jelm a kepletben
Fi, = —F1,€,. Az ismeretlenck szdma csokkenthetd, mivel a szerkezeti dbra alapjdn az F, és F, ertk

hatdsvonala ismert. Igy a kotélerok felbontdsa az erok F} = ‘ﬁl‘ és Iy = ‘ 2‘ hosszainak és a kotott
hatdsvonalak vizszintes x tengellyel bezéart a és 5 szogeinek felhaszndldsdval is megadhato:

Fi = —(Ficosa)é, + (Fisina)é&, = Fy [(—cosa) &, + (sina) &,
Fy = (FycosB)&, + (Fysin )&, = Fy|[(cos )&, + (sinB) &)

Ezt kell alkalmaznunk, mivel igy az erdk egyensilyét kifejezd egyenletben torténd behelyettesitéskor csak az
Fy és F5 jelenik meg ismeretlenként — két ismeretlen, két skaldregyenletre esé vektoregyenlet:

Fi [(—cosa) €, + (sina) €] + F [(cos B) €, + (sinf) €,] — G, = 0



Az €, egységvektorral szorozva az elézd egyenletet a
—Ficosa+ Fycos3=0
x irdnyu vetiileti egyenletet nyerjiik, amelybdl példdul az
Ccos & cos 45°
cos 3 ~ lcos30°
kifejezhetd, majd ezt az y irdnyu vetiileti egyenletbe helyettesitve
Fisina+ Fosinf—G = 0
Fysin45° 4+ 0,8165F; sin30° — 15 = 0

és ezt megoldva az I} = 13,449 kN eredményre jutunk. Ennek ismeretébdl az F, = 0,8165F] = 10,981 kN
adodik. Az

F=F

= 0,8165F,

Fi = Fi[(—cos45°) & + (sin45°) &,] = (—9,5099¢, + 9,5099¢,) kN
Fy = Fy[(cos30°) &, + (sin30°)&,] = (9,5099¢, + 5,4901¢,) kN
G = ( ~15¢,) kN

visszahelyettesités utdn az erdk egyensilya konnyedén ellenérizhetd, mivel jél ldtszik az, hogy az x irdnyban

az erOkoordindtak eldjelkiilonbsége, az y irdnyban pedig az Fi, + Fy, = 15 Osszeg és a fiiggoleges terhelés

egyiitt teszi nullavd az eredét.

MEGJEGYZES: A feladat megoldhaté a hatdsvonalak ismeretében felirhaté

Fay
F 1z F: 2z tgﬁ

Osszefiiggések helyettesitésével is.

Példa térbeli k6z6s pontban tdmadé erdk egyensiilydra: Az aldbbi szerkezet AD gerenddja a B,
illetve C pontokndl rogzitett kotelek segitségével egy m = 960 kg tomegii terhet tart. A teher sulydt a
stilypontjahoz kotott G = mg = 960 - 10 = 9600 N = 9, 6 kN nagysdgui erdként vessziik figyelembe, amely a
célszertien megvélasztott xyz koordindta-rendszerben G= (—9,6¢,) kN er6vektor lesz.

A teher sulya mellett a gerenda stlya elhanyagolhato, igy a gerenddt egy stlytalan riddal modellezziik,
tovabba a koteleket is idedlisnak tételezziik fel. A feladat egyszerfisitett vonalas dbréjat elkészitjiik, ahol
a berajzolt egyenes szakaszok egyben az ébred® belst ertk, az F, (i =1,...,4) koteler6k hatdsvonalait is
jelolik (természetesen Fy = G).

Az adott KR-ben a vonatkozé pontok helyét az 7y = 0; 7 = (=€, + 4€,) m; 7o = (3€, + 4€,) m és
7p = (6€,) m helyvektorok jelolik!

{ G/

V6

Feltételezés szerint a szerkezet tartés nyugalomban van. A kézos ponton tdmadé erérendszert, azaz a D pont
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egyensilydt vizsgdlva megdllapithatjuk azt, hogy az ismeretlen F, (i=1,...,3) kotéler6k meghatarozdsdra
szolg4l6 statikai egyenlet koziil csak az F' = 0 marad, mert a mésik az M = 0 identikusan teljesiil D-ben. A
feladat jeloléseivel a vonatkozé egyenlet az

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+é:6
alakban frhaté fel, amely 3 db skaldr egyenletet is jelent.
A megolddst a tovdbbiakban az F; = \;d; alakban keressiik, ahol @; az erd irdnyat kijelold iranyvektor,

i pedig a vonatkozé skalédr szorzo lesz. Az irdnyvektorok legegyszeriibben a helyvektorokbél allithatok eld.
Ez dgy torténik példdul az d;-re bemutatva, hogy az F1 erd hatdsvonaldn rajta 1évo

Fap = 7p — 74 = 66, — 0 = (6¢,) m

helyvektort dimenziétlanitjuk, azaz a mértékegységet elhagyjuk, igy d; = 6€, lesz. Ezt elvégezve a mésik
kettore is az

TBp = Tp—7TB = (€ +6€, —4€,) m — dy = €, + 6¢, — 4¢,

fop = 7Tp—Tc = (-3 +6¢€, —4¢e,) m — i3 = —3¢, + 6¢, — 4¢,

jutunk. Ezek birtokdban, valamint az ismert G erd jobboldalra torténd atvitele utdn kapjuk a
@1 + Xody + Aads = —G

vektoregyenletet.
A vektoregyenletbél felirhatjuk a vonatkozé

A—3\ = 0
6A1 +6X2+6X3 = 0
—4) 9 —4X3 = 9,6

skaldregyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszert, amit a linedris algebrdban megszokott médon a tomorebb

0 1 -3 A 0
6 6 6 Mal=1| 0
0 —4 —4 A3 9,6

alakban is meg lehet adni.

A kapott egyenletrendszer nem bonyolult és mérete is kicsi igy megolddsa a skaldregyenletekbdl is egy-
szerlien megkaphatd példdul a kovetkezd moédon:

Az els6 skaldregyenletbél kiindulva a

A2 = 3A3
Osszefiiggés egybdl adddik. Ezt behelyettesitve a harmadik egyenletbe juthatunk a

A -4y = 9,6 /:(-4)

)\2 + )\3 = —2,4
~—
33
—2,4 . .. .
alakra ahonnan a A3 = 1 - —0,6 adddik és igy Ay = 3-(—0,6) = —1,8 is ismert lesz. A médsodik

egyenletet el6szor 6-al végig osztva, majd a Ao-t és A3-t behelyettesitve adédik a
AM—1,8-0,6=0

egyenletet, melybdl jutunk a A\; = 2,4 eredményre.
A megoldas ismeretében pedig

B = \a =2,4-6¢, = (14,4¢,) kN
Fy = Moy =—1,8- (& + 6¢, — 4¢,) = (—1,8¢, — 10,86, + 7,2¢.) kN
Fy = Asdg = —0,6- (=3¢, + 6¢, — 4¢,) = (1,88, — 3,6¢, + 2,4.) kN

lesz a végeredmény.



MEGJEGYZES: JOl latszik az dbrdn, hogy a D pont egyen-
stilyban van, a 2 és 3 jelii koteleket

Fy =+/1,82 410,82+ 7,22 ~ 13,10 kN,

illetve

Fy=+/1,8 +3,62 +2,42 ~ 4,69 kN
nagysdgu erdk hizzdak, mig az 1 jelli rudat
1 =14,4kN
nagysagu erdé nyomja.
Megfigyelhetd tovabbd az, hogy az A jelii rogzitési helyen a
tdmaszt nyomja a gerenda, mig a C és B jeli felfiiggesztési
pontokat a kotelek le akarjdk szakitani.
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Példa sikbeli megtdmasztasra: Az aldbbi dbrén vézolt in. hdromrudas megtdmasztasi sikbeli alak-
zatot az F, = —80&, N eré terheli. A csuklokban végz6do tdmaszté rudak csak rudirdnyd ertket vesznek
fel. A rudak koziil ketté egymédssal parhuzamos, tehdt az Fy és Fy er6k hatdsvonalai nem metszédnek a
végesben. Hatdrozzuk meg az alakzatot egyensilyozé Fy, Fg és Fo er8ket!
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A rudas tdmaszokat helyettesité pozitivnak (tengelyiranytinak) feltételezett erk és ezek hatdsvonalai (kék

szinnel) berajzoldsra keriiltek a jobboldali dbran.
Az dbrén lathato, hogy a hatdsvonalaknak metszés-
pontja van a D és E pontokban.

A feladat megolddsa az in. Ritter-szamitds alap-
jén torténik, amely szerint ha a feladatbeli ismeret-
len Fy = Fu,€,, Fg = Fp,€, és Fo = Fg,é, erék
koziil ketté hatdsvonala kozos pontban metszodik,
akkor a harmadik erét meg lehet meghatdrozni egy
nyomatéki egyenletbdl, mivel a metszésponton &t-
haladd, sikra merdleges tengelyre vett egyenletben

csak egy ismeretlen (a harmadik) erékomponens jelenik meg.

Ha pedig két er6 parhuzamos, akkor a harmadik eré meghatdrozdsara a megfelelo vetiileti egyenlet felirdsa

szolgdl.



Az Fy=F 'Ay€y erd szdmitdsa az elmondottak alapjan a D ponton dthaladé d tengelyre vett

Fa

M; = 0

nyomatéki egyenletbdl torténik, ahol a pozitiv forgast (z-bél y-ba) az egyenléségjel feletti szimbolum jeloli.
Természetesen az ellentétes irdnyu forgdst is lehet pozitfvnak vélasztani, mivel az egyenlet jobboldaldn 0 &ll.
A feladat adatainak felhasznéldsaval felirt egyenlet:

40- Fay +30-|Fp| = 0
40- Fay +30-80 = 0.

Ezt megoldva az Fs, = —60 N eredményre jutunk. Az Fy irdnyét eredetileg y irdnyinak (T) tételeztiik fel,

mivel a kapott eredmény negativ szam lett, ezért az Fy erd lefele (|) mutat. o
Ennek mintdjdra az Fo = Foy €, szdmitdsa az E ponton dthaladé e tengelyre vett M, = 0 nyomatéki

egyenletbdl torténik. Innen:
—40 - Foy +30- |For] = 0
—40-Foy +30-80 = 0.

Végiil az Fo, = 60 N eredményt kapjuk. Mivel eredményiink pozitiv szdm lett, ezért az Fo erd az elbzetes
feltételezésiinknek megfeleléen felfele (1) mutat.

Az Fy és ﬁc er0k hatdsvonalai parhuzamosak, azaz végesben nem

metszédnek, igy a 4 l 60 N

Zszo

vetiileti egyenlet felirdsa vezet eredményre, azaz sikbeli alakzatra haté
erdk x irdnyu osszetevdinek Osszege nyugalom esetén zérus lesz. Az Q
egyenletbe az x irdnyu Osszetevok pozitiv, a vele ellentétes irdnyuak 80N
pedig negativ elodjellel keriilnek behelyettesitésre. Ezek alapjin az =

Fp, —80=0

egyenletbl az Fip, = 80 N, azaz Fp erévektor jobbra (—) mutat.
A feladat megolddsa sordn a fel nem hasznélt y irdnyud 80

S50
20 | 20
vetiileti egyenlet ellenérzésre hasznélhato.

A kapott eredményeknek a feladat gbrajara torténd visszarajzoldsa 60N
utdn jol ldthaté az egyenstly teljesiilése.

Xy

Sikbeli vonalmentén megoszl6 terhelés

Erohatds két test kozott nem csak koncentraltan egy pontban, hanem feliilet és vonalmentén is dtadédhat.
Ismeretesek tovabba térfogaton megoszlé erérendszerek is. Az emlitettek koziil a vonalmentén megoszléval
foglalkozunk réviden.

A vonalmenti konstans megoszlé terhelés j6 mechanikai modellezés abban az esetben, ha egy gerenda,
vagy acélszelvény onsiilydt is figyelembe akarjuk venni, de természetesen terhelést is lehet igy megadni. Az
aldbbi dbran egy U acélbdl késziilt, jobbvégénél befalazott tarté ldthats, amely egy feliiletmentén megoszld
P konstans terhelésnek van kitéve.

y‘\
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A szerkezet egyszeriisitett sikbeli mechanikai modelljét elkészitve bevezetjiik a vonalmentén megoszlé terhelés
f stirtiségvektorat, amelynek mértékegysége N/m.

o

A vonalmentén megoszlé terhelés f_’ slirliségvektordnak irdnya definidlja az 6t helyettesitod F ered irdny&t
is. Az eredd nagysdgat pedig integréalds vagy egyszeril teriiletszamitas itjan nyerjiik.
A konstans megoszl6 terhelés ereddje és nyomatéka az A pontra az

ZB ZB

. L . R L
F= fdz=fL, és My = /FX dz:\F\g_’x
=%A 2=z MVJ

formuldkbdl szamithatd, azaz nyomatékot integralds mellett a megoszlé terhelés F ereddjét bevezetve egy-
szeriibben is szamithatunk.

Példa kéttamaszi tartéra: A tartoszerkezetek valamilyen szdlanyagbdl, vagy acélszelvénybdl késziil-
hetnek. Statikai feladatok megolddsa sordn a tarté keresztmetszete és anyaga nem jdtszik szerepet, ezért
kozépvonaldval (vonalas dbrdval) helyettesitjiik. A tartok (gerendék), olyan mechanikai modellek, amelyeket
tengelyirdnyba és rd merdlegesen is terhelésnek lehet kitenni, azaz igénybevenni.

Feladat az aldbb vézolt tarté F. s és F B tdmasztéerdinek meghatdrozédsa lesz. A tarté ismert kiilsé terhe-
léseit az dbran piros szinnel jeloltiik.

Els6 lépésben a kényszereket a megfelelé er6komponensekkel (kék szin) helyettesitjiik. A vonalmentén
megoszl6 terhelés helyett a OB szakasz felezépontjaban vett 8 kN nagysagi koncentrélt erével szamolunk
és a 14 kN nagysdgui koncentrilt erdt pedig a kozépvonalon 1évo C' csatlakozdsi pontba redukaljuk.

y JAKN
A
1S
A || 2kn/m B
% - 7
Z 2m C 4m €
14 kNm 8 kN
Fa: A F , B
C 14 kN
Fay 2m 2m 2m ’ Fey

Arra toreksziink, hogy olyan egyenleteket irjuk fel, amelyek egymédstol fiiggetlenek és egy ismeretlen er6-
koordinatat tartalmaznak: Az Fa, és az Fp, erok hatdsvonalai a B pontban metszédnek, ezért az Fjy,
meghatdrozdsa érdekében b tengelyre vett nyomatéki egyenletet irunk fel:

o

M, = 0.

Az egyenletbe helyettesitéskor figyelni kell a b tengely koriili forgatdsi irdnyra és arra, hogy a B ponton &t-
halad6 hatdsvonald erék a b tengelyre nem adnak nyomatékot. A terhelésként megjelend nyomaték forgatési
értelme ellentétes a valasztott pozitiv forgdssal, igy annak eldjele negativ. A vonatkozo

6-Fay—14—2-8=0
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egyenletb6l az Fu, = 5 kN (1) eredményre jutunk.
Az Fy, és Fy, erok hatdsvonalai az A pontban metszik egymast, ezért az F'p, meghatdrozdsa érdekében
a tengelyre vett nyomatéki egyenletet irunk fel. Ekkor
(+v
M, = 0
—6-Fp,+4-8—14 = 0

a vonatkozé egyenlet, ebbél az Fg, = 3 kN (1) eredmény adédik.
Ellendrzésre a fel nem hasznalt ) F,, = 0 vetiileti egyenlet szolgdl. Az F4, meghatdrozdsa pedig a

Y F.=0
vetiileti egyenletbdl torténik, mivel Fy, és F'p, hatdsvonala egymadssal pdrhuzamos. Innen
Fa, — 14 =0,
tehdt az Fy, = 14 kN (—) eredmény adédik. Igy a tarté tdmasztéerdi:
Fa = (5€, + 14&.) kN és Fp = (3¢,) kN.

Az eredményiil kapott tdmasztéerdket dbrazoljuk:

+

14 KNm 8 kN
4kN A | B

C 14 kN
5 kN 2m 2m 2m 3 kN

Kovetkez6 példdban egy gerenda jobboldali vége sima (surléddsmentes, p, = 0) feliilettel van megtdmasztva.
Kovetkezésképpen a B pontban ébred6 Fp tdmasztéerd hatdsvonala merdleges erre a feliiletre, és abbdl csak
kifelé mutathat.

YA
|3kN/m
z
P 2im
6 kN

FAZ‘ A 12 kNm B FBZ‘ -

F A Z
_Im | lmAi‘ Im | 3m ‘TFBy

Mivel az Fy, és Fp, erék hatdsvonala kozos, igy a fliggbleges Fay és Fp, Osszetevok meghatdrozdsdra
nyomatéki egyenletek frhatck fel. Igy az Fu, és Fig, er6k kozos hatdsvonala valamint az F By eré hatdsvonala
a B pontban metszédik, ezért az Fa, meghatdrozésa érdekében a b tengelyre felirt:

M, = 0
4-Fay—5-6-12 = 0

nyomatéki egyenletb6l az Fy, = 10,5 kN () eredményre jutunk. Az Fp, meghatdrozdsa céljibdl az a
tengelyre vett nyomatéki egyenletet frunk fel. Ekkor

M, = 0
~1-6-12—4-Fp, = 0
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a vonatkozé egyenlet, amelybél az Fp, = —4,5 kN (] ) lesz az eredmény. A szdmitédst a ) F;, = 0 vetiileti

egyenlettel ellendrizziik.
A tamasztéerbk Fj, és Fp, OsszetevOinek szamitdsanal kihaszndljuk azt a koriil-

ményt, hogy az F'g hatdsvonala valamint az F By ¢s Fp, OsszetevOk nagysdga és irdnya
ismert. Felirhatjuk az erd két komponense kozotti

‘FBZ‘
tg30° =
‘FBy‘

|Fp.| = tg30°|Fp,| 2,6 kN

osszefiiggést, melybél a Fp, = —2,6 kKN («—) eredményre jutunk, mivel F'g hatdsvo-
nala adott és Fg, = —4.5 kN (]) lefele mutat.

Az ismertté valt komponens birtokdban a Y F, = 0 vetiileti egyenletbdl szamithatéva
valik a Fy,:

Fa, —2,6=0
tehat Fy, = 2,6 kN (—).
A tarté tdmasztéerdi:

Fy=(10,5¢, +2,6¢.) kN & Fp=(—4,5¢, —2,6¢.) kN.

Példa befalazott tartéra: Az aldbb vézolt jobbvégén (C keresztmetszeténél) befalazott tarté tdmaszto-
erérendszerét, azaz a C-ben ébredd F erbt és M nyomatékot keressiik. A tartén piros szinnel jelsltiik a
kiils6 terheléseket.

Els6 lépésben a kényszereket helyettesitjiik a nekik megfelelé er6komponensekkel (kék szin) és a vonal-
mentén megoszl6 2 kN/m intenzitdsu er6t helyettesitjiik 8 kN nagysdgu eredtjével.

YA
4 kN
3 kN|[2 kN/m y
-— " >
A B C z
< Im >l 3m .
4 kN 8 kN
3 kN
-
A B

Im Im 2m

Az Fo, és F, tdmasztéerd komponensek hatdsvonalai a C jelli pontban metszédnek, igy az M, tdmaszto-
nyomaték a c tengelyre vett

(xr

M. 0

nyomatéki egyenletbdl adédé
—4-3-8-24+M,=0

osszefiiggésbdl M, = 28 kNm lesz.
A masik két ismeretlent, az Fy és F., erékomponenseket az y és z irdnyu vetiileti egyenletekbdl szamit-

juk, azaz a
>0

Foy—4-8=0
egyenletb6l a megoldds Fo,, = 12 kN (7). A

vetiileti egyenletbe helyettesitve felirt

ZFZ:()
0

_3+FCz =
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egyenletbdl a Fo, = 3 kN (—) adddik. A tdmasztéerdrendszer tehdt az
Fo = (128, + 3¢.) kN és Mg = 15, kNm

er6bél és nyomatékbol all. Az eredményiil kapott Ssszetevoket dbrazoljuk:

4
4 kN 8 kN 28 kNm
3 kN 3 kN
<+
B ch z
14 Im 44 Im 2m 112 kN

Osszetett szerkezetek statikdja

1. Példa: Ismeretes az dbran véazolt ACB haromcsuklés iv terhelése. Hatdrozzuk meg szédmitdssal az dbran
vazolt ridszerkezet Fy és Fg tdmasztéerdit, valamint az 1-es rudrél a 2-es ridra haté Fis belséerot!

Y 3m 2m
pva >
A X
12 kN/m
1
FAY 3m
FAx
- >
A X
. 25 m 25m J ¢

10 kN

Az els6 lépésben a konstans megoszlé terhelést az dltala terhelt szakasz felezépontjdban egy koncentralt
ertvel helyettesitjiik. Az A és B jelii csuklékban ébred6 tamaszté er6koordinatédkat pedig koordinédtatengely
irdnyunak feltételezve kék szinnel berajzoljuk. Vegyiik észre, hogy az Fa, és Fp, ismeretlen erokompo-
nenesek hatdsvonala egybeesd — itt ez az x tengely. Ez azt eredményezi, hogy Fly, és Fp, tdmaszté erd
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koordinatdk B pontban sikra merdleges b, illetve A pontban merdleges a tengelyekre vett, a teljes szerke-
zetre felirt nyomatéki egyenletekbdl adédnak, azaz

M, = 0
—7-0,5-10+3-F4y = 0
az egyik vonatkoz6 Osszefiiggés, ahonnan F4,, = 4 kN (7). Ehhez hasonléan az A ponton dtmend a tengelyre
vett
M, = 0
—742,5-10-3-Fp, = 0
nyomatéki egyenlet adja az Fp, = 6 kN (1) megolddst. Ismertté vdlt minden y irdnyd tdmaszté erdkom-

ponens, igy a fel nem hasznalt ) F, 2 0 vetiileti egyenlettel akar ellenérizhetiink is. A teljes szerkezetre
nézve fiiggetlen egyenletetek az F,, Fp, meghatdrozdsara mar nem frhaték fel, mivel Fy, és Fp, parhu-
zamos erfkomponenesek nem metszédnek a végesben, a > F, = 0 vetiileti egyenlet pedig két ismeretlent
tartalmaz (Fa,, Fp:). A tovdbblépéshez a teljes szerkezet egyensilya utédn a részszerkezetek egyensulyat
kell kihasznélni. A szerkezet részekre torténd bontdsat a C' csuklépontban célszer{i megtenni, mivel az ott

kapcsolodé részek (ivek) kozott csak ﬁlz = —ﬁzl er0 dtadds van — tudni illik a csuklé nyomatékot nem visz
at. Y I
4 kN
FAx
L > >
A X
£
e 1@

FZIY F21x

25m c

25m

10 kN

Ezt figyelembe véve rajzolhaté fel az 1 jelti rész egyenstilya, ahol C' pontban megjelennek a 2 rész hatdsét
az 1 jelli ivre dtadé Fyi, és Fhyy belsd er6koordindtak is.

A vizsgalt részen az ismeretlenek szdma igy sszesen 3 lesz, mivel

az Fay = 4 kN (7) mér ismert. Eképpen a részszerkezeten minden

ismeretlen erGkomponenes kiszamithatéva vilik. Kizérdlag csak az 1 4 I
jelti részen miikodo erérendszert tekintve az elsdként vett

M.
5443 Fu —2,5-10

1+)

0
=0

nyomatéki egyenletbdl az Fi, = 1,6 kN (—) eredményre jutunk, mig

a legegyszertibben a

Zszo
5

§+F21a: =0

Y F,=0

4—10+F21y:0

vetiileti egyenletekbdl szémithaték az Foy, = —1, 6 kN (<) és Foyy =

6 kN (1) bels6 er6komponensek. Igy az
F12x = _FZIJ: = 1,6 kN (H) és

Fioy = —F51, =6 kN (])

valamint a mér ismert Fz, = 6 kN (1) erdkoordindtékat a 2 jelti

2m

6 kN

I:Bx
==

B

Xy
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szerkezeti részre a mar kordbbrdl ismert erdket berajzolva lathaté hogy az y irdnyu erdk egyensilya teljestil.
Az x irdnyba es6 Fp, pedig a
S r 0

vetiileti, vagy a stkot C' pontban merélegesen dofé ¢ tengelyre vett

M, = 0
—T+2-6+3 - Fg, = 0

nyomatéki egyenletbdl adédéan Fg, = —1,6 kN («) lesz. Utébbi két egyenlet a 2 jelfi részre vonatkozik.
Szémitasaink ellenérzésére a teljes szerkezetre vonatkozod, fel nem haszndlt vetiileti egyenletek szolgdlnak.
Ezek koziil most az x irdnyud

vetiileti egyenlet teljesiilése jelenti a végso ellendrzést.

Gerber-tart6: A nagy hosszisagu, egyenes kézépvonali tartékat érdemes tobb helyen is aldtdmasztani,
mivel igy a lehajlds és a sziikséges keresztmetszet mérete csokken. A tarté tovdbbi tdamaszokkal torténd
megfogédsa azt eredményezi, hogy a szerkezet statikailag hatdrozatlannd valik, ezért a statikai hatdrozottsdg
érdekében a tartét részekre oszté kozbensd csuklét kell alkalmazni. Ezek az un. Gerber-tartok tehdt két,
vagy tobb kozos kozépvonali tartérészbol, a részeket 6sszekotd kozbenso csuklokbdl, valamint a megfelelden
elhelyezett és kialakitott tdmaszokbdl dllnak, mivel csak ilyen kialakitds mellett lehetséges e tobbtdmaszi tar-
tok tdmasztéerorendszerét tisztdn statikai egyenletek felhasznédlasdaval meghatdrozni. A sikbeli nyugalomban
1&6v6, bsszetett szerkezet egyenstilydra harom, egymdstol fiiggetlen skaldregyenlet irhaté fel. A Gerber-tartok
tamasztoerdrendszerében megjelend ismeretlenek szdma azonban mindig tobb lesz ennél, igy els6 1épésben a
kozbenso csukloknél kell részszerkezetekre bontani a tartét, majd pedig a kapott részek egyensiilyat vizsgélni.

Példa: Az alabbi dbran lathato, két részbol allé6 Gerber-tarté tdmasztéerérendszerét, azaz a tdmaszoknél
megjelen6é Fyy, Foy és Fo, erdkoordindtakat, valamint az M, tdmasztényomatékot kell meghatdrozni.

N
|2 kN/m R
B 3 cN 2z
Im 3m
- Bl

A csuklénal (a B pontban) elvélasztott részszerkezetek egyensilyat a B pontban megjelend Fyy és Fis belsé
erok biztositjak, melyekre a kolcsonhatds miatt az ﬁgl = —ﬁlz teljesiil.

A részszerkezeteken (az 1 és 2 jelii részeken) ébredd, pozitivnak feltételezett ismeretleneket berajzoltuk.
Zold szin jeloli a bels6 er6k sszetevoit, mig kék szin a tdmasztéerérendszer ismeretleneit (a belsd eréknél
még nem vettiik figyelembe a kolesonhatést):

2 kN
e " l3 kN B o F
1 F.fB ¢ z
FAy 21y FC MY
Im | 1m 2m Im !

Vegyiik észre azt, hogy az 1 jel{i részen hdrom darab ismeretlen jelenik meg, azaz a feladat megoldédsédt az 1
jelli tartorész egyensiilyabdl kiindulva kezdjiik meg. A kordbbiakban bemutatott Ritter-szamitast végezziik
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el, azaz F'y, meghatdrozdsa a B ponton dtmen6 b tengelyre felirt nyomatéki egyenletbdl torténik, amelybol

M, 0
a vonatkozé osszefiiggés, ahonnan Fj,, = 3 kN (). Ehhez hasonl6an az A ponton dtmené a tengelyre vett
(+v
M, = 0
—243-142-35—4-Fy, = 0

nyomatéki egyenlet adja az Fp1, = 2 kN (T) megolddst. A z irdnyu vetiileti egyenletbdl pedig kovetkezik,
hogy Fz1, = 4 kN (—). Kovetkezésképp az 1 jelii rész teljes erdjatékdt sikeriilt tisztdzni. Kihaszndlva azt
a koriilményt, hogy az

Flgy = —Fgly = —2kN (l) és Flgz = —Fglz = —4 kN (<—)

osszefiiggések érvényesek, a 2 jelil részen az eredetileg 6t ismeretlenbdl csak hdrom marad. Az M, tdmasz-
tényomaték a c tengelyre vett

o)

(xr

M, 0
nyomatéki egyenletbdl adédé
—-2:3-6-1,5+M,=0
osszefiiggésbdl M, = 15 kNm nagysédgt lesz.
Az y és z irdnyt vetiileti egyenletekb6l kivetkezik, hogy Fiy = 8 kN (T), valamint Fo, =4 kN (—). A
tamasztoerdrendszer tehdt az
Fy =38, kN és Fo = (88, + 4€,) kN
erokbol és .
Mc = 15€,; kNm
nyomatékbol all. Az
Fip = (—2€, —4€,) kN
pedig a B pontban az 1 jelti részrol a 2 jelii részre dtad6dé belso erd.
A kapott eredményeket a szerkezetre berajzolva szemléltetjiik:

)4

2 kNm 3 kN
4 kN A |2 kN/m 4 kN
3kN <j; B (3 ¢ 15 k z
8 kN 5 kNm
Im | Im 2m Im 3m
-t -

A teljes szerkezet egyensilydt nem hasznaltuk fel, igy a vetiileti egyenletek ellendrzésre alkalmasak, azaz a
SR 20 S E 2o
—3—4-24+Fuy+Foy, =0 —44Fc, =0
egyenletekbe torténd behelyettesités igazolja, hogy jol szamoltunk.
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Csuklés ridlancnak nevezziik az egymédshoz csukléval csatlakoztatott, silytalannak tekintett rudakbdl
all6 labilis szerkezetet.

Példa: Az dbran ldthato szerkezet egyensilyi helyzetét két erd biztositja: a C pontban haté 6 kN
nagysdgu ismert és egy masik, D-ben lefele mutaté ismeretlen nagysagu F eré. Hatdrozzuk meg az F erét!

’

C

D
= X
15m |6 kN 25m _LF 15 m
’ AJ

|

A feladatban szerepld rudlanc csak a csuklépontokban terhelt, kévetkezésképp Az 1, 2 és 3 jelii rudakban csak
riudirdnyd erd (riderd) ébredhet. A riderdt pozitivnak tekintjiik ha az adott ridcsonkbdl kifele mutat, azaz
a rid huzott. Ellenkez6 esetben a rid nyomott lesz. A pozitiv eléjeliinek feltételezett riderdket berajzolva
a C és D csomépontok egyensilydt vizsgdljuk:

Nl g le N3Y N3
N N
le \)C——>2 4—22/ N

6 kN F

Célszerti a koordindta-tengelyekkel nem parhuzamos N; és N3 riderét az x és y tengellyel parhuzamos
Osszetevokre bontani.
A C csomépont egyenstilyat nézve egyértelmi, hogy Ny, = 6 kN (7). Kihasznélva a fennéllé hasonlésagot:

‘Nlaz‘ 1a b N
‘Tlly‘ 1’ 5 ‘ 11»“ ‘ 13/‘
A kapott N1, = 6 kN («—) eredményt felhaszndlva az x irdnyu

—Niz +No =0

vetiileti egyenletben, adédik hogy a 2 jelti rid hizott No = 6 kN L L 3
Az Ny = 6 kN birtokdban a D pont egyensilyabdél kovetkezik, hogy N3, = 6 kN (—). A hasonldsdgot
ismételten felhaszndlva kapjuk, hogy

‘N3y‘ _ 1
INs| 1,5

azaz a 3 jelli rid is hizott:

Ny = /(Ng ) + (Ng, ) = VR + 2 27,21 kN b,

Az y irdnyt erok egyensiilyabdl felirt

1
— ‘Ngy‘ = 1—5‘N3x‘ = 4kN,

N3, — F =0
egyenletbdl kapjuk, hogy az dbrdn vézolt helyzet elsdll, ha F = (—4ey) kN.
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Raécsos szerkezet, olyan mechanikai modell, melyben az egyméshoz csuklék segitségével csatlakozo,
sulytalannak tekintett, egyenes rudak stabil szerkezetet alkotnak. A szerkezetre haté kiils6 er6k a csukl6-
pontokban mitkodnek, igy a szerkezet 6sszes rudjdban kizdardlag ridirdnyu belsd erd ébred.

Példa: Feladat az dbran lathaté szerkezet kijelolt ridjaiban ébredd rudirdanyd erdk (riderdk) meghatd-
rozdsa lesz.

4 kN 4 kN 4 kN

N
4m 4m 4 m quk

A feladat végrehajtédsa sordan kétféle technikédt alkalmazunk az dn. csoméponti, valamint az dtmetszé-mod-
szert. Az els6ben vetiileti egyenleteket frunk fel, mig a masodikban nyomatéki egyenleteket is haszndlunk.

Els6ként az 1 és 2 jeltt rudakban ébredd riderdk meghatdrozdsat végezziik el a csoméponti médszer segit-
ségeével. Itt a megfeleld csomépont (ahovd mindkét jelzett rid befut) egyensilyét irjuk fel. A csomépontban
a 4 kN nagysédgu erének, valamint az Ny és Ny ruderdknek (amelyeket vigyis fel lehet fogni, mint az elhagyott
részek hatdsdt) kell egyensilyban lenni. Az ismeretlen rideréket érdemes a kirajzolt csomépont dbrajén a
hizott ridnak megfeleléen a rudak csonkjaibdl kifele mutaténak felvenni.

A vetiileti egyenletek miatt célszerli a koordindta-tengelyekkel nem parhuzamos Ny riderdt az x és y
tengellyel parhuzamos sszetevodire, azaz az Na, és Ny, jelil erékre bontani. Az dbrén jol latszik, hogy y

irdnyba csak egy ismeretlen lesz, ezért az y irdnyu

DBy =0 4 kN
—4-Ny, = 0 N,
vetiileti egyenletet képezziik, ahonnan Ny, = —4 kN (1) lesz. A kapott szdm nega- SUN o
tiv, kovetkezésképp az Ny irdnyét forditva tételeztiik fel. Az Ny, Osszetevd irdnyanak N N
véaltozdsa miatt az Ng, is el6jelet vélt, azaz Ny < 0, tehdt a 2 jelit rid nyomott lesz. 2y 2

Az Ng, nagységét a hasonlé haromszogek tételébdl szamithatjuk. Mivel No ridirdnyt, ezért No, és Na,
Osszetevii sziikségképpen ardnyosak a 2 jelti rid z és y vetiileteivel, vagy még egyszeriibben az 1, 2 és 3 jelli
rudak alkotta haromszog megfeleld oldalainak nagysdgédval, tehdt

INa,| 4

4
=— No,| = =|Ng,| = 16 kN.

Az Ny, irdnyédt az elébb meghatdroztuk, igy No, = —16 kN («—). A két 6sszetevd birtokdaban pedig

No = —y/(Noo)? 4 (Ng P = V1B 4 22 16,49 kN == Je=

ismertté vilt. Mivel No, nagysdga és irdnya tisztdzott a

Zszo
0

N; +Np, =

vetiileti egyenletbdl behelyettesités utdn nyert
N1 —16=0

egyenletbdl az N1 = 16 kN adddik, azaz az 1-es rid hizott == |=—)
Az dtmetszé-moédszer segitségével meghatarozzuk a 8, 9 és 10 jelii rudakban ébredé riderét. Ehhez a
szerkezet 8, 9 és 10 jelil ridjanél igy metsziik 4t a tartét, hogy az két kiilondlls részre esik.
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A jobboldali részt elhagyjuk és a fennmaradé részre
berajzoljuk az Ng, Ng és Ny riderdket. A részszer-
kezeten a hdrom rider6 lesz az ismeretlen, ezért a
kordbbiak alapjdn itt is megfelelé helyre felirt nyo-
matéki egyenletekkel érdemes dolgozni. Mivel Ng
és Njg hatdsvonala nem parhuzamos, ezért Ng szd-
mitdsa a B metszésponton dthaladé sikra merdleges
b tengelyre felirt

Ty

M, = 0

egyenletbdl torténik, ahonnan
3-Ng—4-4—4-8—4-12=0.

, 4 kN
Igy Ng = 32 kN eredmény addédik, azaz a 8-as rid D
huzott L L g B
Az Ng és Ng hatdsvonala az abrdan lithaté médon 2
a C pontban metszodik az ide felirt
>
M. =0 4m

»lg
V“

egyenletbdl elvileg az N1g szamithaté. Az N1g azon-
ban nem pdrhuzamos valamely koordindta-tengellyel, ezért a riderd felbontdsra keriil. Kihasznilva azt,
hogy az erd hatdsvonala mentén eltolhaté anélkiil, hogy nyomatéka az adott pontra védltozna, az Nig ertt
a C pont alatti csomépontban bontjuk fel. Ebbdl kovetkezik az, hogy az Nig, hatdsvonala dthalad a C
ponton, igy a ¢ tengelyre csak az Nyg, ad nyomatékot. Az ad6dé

—2-Njgpy —4-4—-4-8=0

egyenletbdl pedig kapjuk, hogy Nig, = —24 kN («—).
Az Ny, erékomponens eléallitasa gy is térténhet, hogy az Ny erét hatdsvonala mentén most a C ponttal
egy magassigba toljuk fel, de eljarhatunk a hasonlésdgot kihasznilva is, azaz

[Nigy| 1 1
= — = NlO = — NlO == 6 kN
‘NIOJ:‘ 4 ‘ y‘ 4‘ J?‘
Az Ny, irdnya felfele mutat, mivel Ny, irdnyat ellentétesen vélasztottuk meg, azaz Ny, = —6 kN (7).

Innen

Ny = _\/(Nlox)Z + (Nigy)? = —V/24% + 62 =2 —24, 74 kN ==

lesz, azaz a 10-es rid nyomott.

Az Ny riderd szamitdsa kétféle médon is torténhet. Mivel az Ng és az Nig riderdk mér ismertek igy csak
Ny két 6sszetevdje marad ismeretlen a részszerkezeten, ezért Ng Osszetevoit vetiileti egyenletek felirdasabdl is
meg lehet hatdrozni, &mbédr ebben az esetben az ellendrzési lehetdségiink is elvész.

Az N1g szamitdsanal bemutatott technikat kovetve pedig a keresett Ng riderét a C pontba tolva felbontjuk
és az Ng, Nig riderdk hatdsvonaldnak D metszéspontjan dthaladé d tengelyre vett

Ty

M, = 0

nyomatéki egyenletet irjuk fel.



Az igy nyert

8 Ngy+4-44+4-8=0
egyenletbol az Ng, = —6 kN (T) adddik. Kovetkezésképp az Ng, és Ny is el6jelet, azaz irdnyt vélt. Hason-
16sdgot figyelembevéve kapjuk, hogy

No.| 4

‘N9y‘ -3

4
— Noz| = 5 |Noy| = 8 kN

és Ng, = —8 kN («—). A két sszetev birtokdban pedig a 9 jelii rid egy

No = —/(Noo)? + (N, )?

nagysdgu er6vel nyomott rid lesz.

A szamitédsok ellen6rzése pedig a részszerkezet egyensulyat kifejezé vetiileti egyenletekkel lehetséges.

= —V/62+8 = —10kN = [

A vonatkozé egyenletek a
SR 20
Ng + Ngz + Nyg, =0
amelyekbe helyettesitve kapjuk, hogy
32—-8-24=0

4 kN 4 kN 4 kN
%i\ v L\Jé A
(3 5
NN, €
2 10x X )
v
NIOY Nlo N N9 v
4m 4m m o |
" i 0 7

és ZFy;O

és —4—4—4—Ngy—N10y:0

és —4-4-4+6+6=0.

A szerkezet tobbi ridjdban ébredd riderd a bemutatott médszerekkel szémithato.
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MEGJEGYZES: Elbfordul, hogy nem sikeriil szétvdlasztani a szerkezetet gy, hogy a szétesd részeken az
ismeretlen riderdk széma kettd vagy hdrom legyen. Ilyenkor a megoldds érdekében az eldbbi technikdkat

vegyitve kell alkalmazni.
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Sikidom stlypontja

A sikbeli feliiletek sulypontjénak meghatdrozasat az aldbbi példan mutatjuk be (a méretek mm-ben érten-
dok!):

YA A
r=10 1
A \i A
| Y
o ' \ . — 1 _
Q > —
~> \ X
v \
O
™ «20 . + A
/ O‘
< 20 < 20 . y
<1O>

A feliiletet egyszeriibb alakzatokra bontjuk, amelyek sulypontja (kézéppontja) mér jol ismert. Ezek teriiletei

202 -
A; = 30-40 = 1200 mm?, Ay = 20-20 = 400 mm? és Az = I T — 1007 mm? 2 314.16 mm?
nagysdguak, valamint silypontjaiknak
s, = (20€) mm, s, = (30€; — 25¢,) mm és Ty = (20€;) mm

a helyvektora az xy koordindta-rendszerben. A megadott alakzat tehat két darab (kék szinil) négyszog
Osszegébdl és az ebbdl kivont (piros) korbol all ossze. A teriiletek és silypontok helyvektorait felhasznalva
az

AT + Agrs,—Asrs, 1200 - (20€;) + 400 - (30, — 25¢,) — 314,16 - (20€;)

e T 1285, 84 -

= (23,11e, — 7,77€¢,) mm
képlet szerint szamitjuk az origébdl az alakzat S silypontjdba mutaté 75 helyvektort.

MEGJEGYZES: A szamitas dltaldnosithaté szimmetrikus részekbdl felépiilé térfogatra, homogén testre és
ridra is.

Surlédas
Nyugalomban 1évé, érdes feliiletii testek érintkezésekor mindig a Coulomb-féle surlédasi térvényt (u, nyug-
vasbeli surléddsi tényezét) alkalmazzuk az dltalunk vizsgalt statikai feladatokban, ahol az érintkezd testek
deformaécidja elhanyagolhatéan kicsi.

Az atadodo erdk a testek kozos érintkezési sikjaba esé F; komponense és e kozos sikra merdleges F,
komponens kozott fenndll az

F t < NOF n

osszefiiggés, ahol 0 < p,,.

Ha az érintkezd feliiletek simak (p, = 0), akkor a testek kozt dtadédé erdk a kozos érintkezési sikra mindig
merdlegesek.



Egymadsra tdmaszkodé testek
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Példa: Két hengert az dbrdn vézolt médon helyeznek egymasra egy vdjatban. Hatdrozzuk meg a tdmasz-
téeroket, azaz szamitsuk ki szdmszeriien az F A, Fg és FG erdket! Az érintkezd feliiletek simédk!

YA

b“\
D So, 3" | Fex
- -
120 N
1S
q-\
o
B
FAX A Sl ()DOI A/
80N
% B
X 0,3m
) 08m - Fey -

Sima falhoz tdmaszkoddé hengerek esetén és a hengereket egyiittesen kezelve az adott falszakaszra merdleges
Fay, Fop és Fpy 0sszetevok maradnak meg ismeretlenként az Fu, Fp és Fe jelti tdmasztéerdkben. Ezeket
az Osszetevoket hatdsvonalaikkal egyiitt (kék szinnel) bejeloltiik a jobboldali débran. Egyszerti geometriai

Osszefiiggések altal a hatdsvonalak egymd&stdl mért tdvolsdga konnyen meghatdrozhato.

A hdrom ismeretlen meghatarozésakor elegendd a teljes szerkezet (két henger egyiittes) egyensulydt vizs-
gélni. Egyetlen merev test esetén alkalmazott eljards itt is érvényes, tehat az Fy, és az Fg, hatdsvonaldnak

metszéspontjdra vett

o

My, = 0
nyomatéki egyenlet keriil felirdsra, azaz
0,3-120+0,4- Fc, = 0.

Eredményiil az F, = —90 N («—) kapjuk. Ehhez hasonl6an
az Fo, és Fp, hatdsvonaldnak D metszéspontjara vett

o

M; = 0

+

+

nyomatéki egyenletbdl szdrmaztatott

0,3-120— 0,4+ Fap =0

egyenletbdl adédik az Fa, = 90 N (—) eredmény.
Az Fp, komponens szamitdsa pedig a B

DB =0 200N | 03m
—80— 120+ Fp, = 0
vetiileti egyenletbél torténik. Igy F. By = 200 N (T1).

A szamitdsok helyességének ellendrzésére a fel nem haszndlt > F, = 0 egyenlet szolgal, tehat meggy®z6d-

hetiink az x irdnyud er6komponensek egyensulydrdl az itt érvényes
?
F Az + F, cz =0

egyenletet véve alapul.
Végeredményiil kapjuk, hogy

Fy = (90&,) N, Fp = (200¢,) N és Fy = (—90&,) N.
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Rudak igénybevétele

A tovdbbiakban prizmatikus rudak, azaz egyenes kozépvonallal és dlland6 keresztmetszettel biré rudak,
igénybevételeit vizsgdljuk meg.

A viszgalt tartét egy tetszbleges K keresztmetszetben atvagjuk és az egyik részét elhagyjuk. Az elhagyott
rész hatdsa a megtartott részre a keresztmetszet feliiletén megoszl6 bels6 erérendszerként jelentkezik. A bels6
er6rendszernek a K keresztmetszet S silypontjaba redukalt Fy ereddjének és Mg nyomatékdnak koordindtdit
értjiikk a K keresztmetszet igénybevétele alatt.

Igénybevételek eldjelszabdlya

Az ﬁg eredének keresztmetszet sikjdba esé koordindtdja a T' jelli nyiréerd, a sikra merdleges pedig az N
riderd lesz. Az M s nyomatékvektor sikba es6 dsszetevdje az M), hajlitényomaték, a sikra meréleges pedig
az M. csavarényomateék.

Megéllapodds szerint az dbrdkon rogzitett eldjelszabdlyok alapjan dllapitjuk meg a feladatokban el6forduléd
igénybevételek eldjelét:

yA yA yA yA
>0 T,>0 M, >0 M.>0

<0

4
Ty(O th<0 M <0

g -

N

yA yA yl\ yA
-

N C

Az egyenes kozépvonali tarték egyensiilyi egyenletei

Az dbrén lathato kéttdmaszui tarté egy Az hosszisdgu szakaszdnak egyensilydt vizsgdljuk:

kaz?‘)A;
YA i /r’_\
|+ Ty%f(z)i M AM,
Y ( L Q 3 R
V4
Vs Mol az YT o 7

A szakasz egyensiilydt a kétvégén berajzoldsra keriilt belsé erérendszer biztositja. Feltételezésiink szerint
ezek pozitiv igénybevételeket jelentenek.
Az y irdnyba vett

Ty + fildz— (Ty + ATy) = 0
AT,
Az

vetiileti egyenletbél a lim hatdrdtmenet képzésével jutunk a

z—0

dT,
T = f(z)

Osszefiiggésre.
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A szakasz jobboldali végén kijelolt () ponton dthaladé sikra merdleges tengelyre vett

TyAZ — My, + kaZ(AAZ) + My, +AM,, = 0

A My,
I = (0 + fu(00))
nyomatéki egyenletbdl a lim o hatdrdtmenet képzésével a
thJ:
the
dz v

Osszefiiggés adodik.

Ezeket az egyenleteket, az egyensiilyi egyenlet differencidlis alakjait, a tarté tengelye mentén 0 és z kozott
integrilva nyerjiik a

z z
1)~ To= [FOK & Mule) = Mo =~ [ 1,0
¢=0 ¢=0

Osszefiiggéseket, azaz az egyenstlyi egyenlet integrédlalakjait. Ezek ismerete médot ad igénybevételi dbrdk
rajzoldséra.

Igénybevételi abrak

Az dbrarajzolds bemutatdsra kivdlasztott kéttdmaszu tarté tdmasztéer6i mar ismertek és kék szinnel beraj-
zoldsra keriiltek az aldbbi dbran.

Y 1
I =
> kKN 8 kNm

4 kN 4 kN
A 1BlMWm C D L

N N

2m 3 KN 4'm 5 kN 2m

-

Sikbeli, z tengelyti, egyenes vonalu tarték igénybevételi dbrdinak szerkesztése az igénybevételek eldjelszabd-
lyainak figyelembevételével torténik.

A gerendén balrél jobbra, z tengely mentén haladunk és kozben szakaszonként vizsgaljuk az igénybeveé-
teleket. A tart6 z irdnyu (rddirdnyd) erékkel terhelt, ezért a rdaderd dbra rajzoldssal kezdiink.

o Az A keresztmetszet és a B~ kersztmetszet (B ponttdl egy kicsit balra 1év6 keresztmetszet) kozott
nincs ruderd, ezért ezen az AB~ szakaszon az N(z) fiiggvény zérus értékii lesz.

e A B pontban a z tengelyirannyal ellentétes irdnyba mutaté 4 kN nagysdgu koncentralt erd van, amely
a rid jobb végén, a D keresztmetszetben hatd, vele ellentétes irdnyu, szintén 4 kN nagysdgui erdvel
tart egyensulyt. A koncentralt eré az N (z) dbrdn mindig szakaddst okoz. Ezért a B keresztmetszetnél
4 kN-ra, D-ben pedig vissza 0-ra ugrik a fiiggvény. A BD szakaszt a két er6 hizza, ezért a riderd
allandé N = 4 kN nagysdgu lesz ezen a szakaszon.

N4 [kN]

4
2
2A B C D z

A tartét rd merdleges erdk is terhelik, ezért T'(z) nyiréerd dbra rajzolhaté. Ismét a gerenda balvégétol,
az A pontbdl kiindulva kezdjiik meg a T'(z) fiiggvény dbrazoldsét.

e Az y irdnyu koncentrilt erék az abrézolt T'(z) fiiggvény szakaddsat idézik eld, ezért az A pontban
jelentkezd 2 kN (1) erd miatt az A keresztmetszetnél az indulé 0 értéki fiiggvény 2 kN-ra ugrik. Az
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AT és B~ keresztmetszetek kozotti ridszakasz fiiggélegesen terheletlen, ezért az At B~ szakaszon a
fliggvényvdltozds értéke nulla, tehdt ott a fiiggvényérték dllandé 2 kN lesz.

T4 [kN]

8 kNm

11 % B E C
1A % D

Ny

e B pontban hat6é 3 kN (|) tdmasztéerd komponens miatt ismét ugrunk a fiiggvényértékkel —1 kN-

ra. A BTC~ szakaszon 1 kN/m (]) intenzitdsi megoszlé eré van. A szakasz hossza 4 m, igy
4. (—1) = —4 kN a véltozds mértéke. B-ben a fiiggvény —1 kN érték{i a 4 m hosszisdgi BTC—
szakaszon a véltozdas —4 kN, ezért C'~-ban a nyiréeré —5 kN lesz.

e A C pontbeli 5 kN (1) nagysdgu tdmasztéerdvel visszatériink a nulldba. CT és D keresztmetszetek
kozott nem taldlhatok fiigg6leges hatdsvonalu erék, ezért a C+ D szakaszon a fiiggvényvéltozas értéke
nulla, tehdt ott a fiiggvény dllando zérus értékii lesz. Az dbran megjelenik még a D keresztmetszetben
a 8 kNm nagysdgui nyomatékbdl szarmazo teriiletvektort. A teriiletvektor irdnyédt az 6t helyettesito
erépér baloldali erévektordnak irdnya szolgédltatja. (A vonatkozé erépar az elsé dbran berajzoldsra
kertilt!)

Az My, hajlitényomatéki dbra szerkesztése kozvetleniil a nyiréerd abrabdl lehetséges. Az egyensilyi
egyenletnek megfeleléen az My, (z) folytonos fiiggvény adott szakaszon torténé valtozédsa az adott szakaszra
vonatkozo T'(z) fiiggvény alatti teriilet minusz egyszeres nagysagéval (adott szakaszon vett hatdrozott in-
tegréljaval) lesz egyenls. Ha a tarté balvégén nincs terhelésként eldirt nyomaték, akkor az My, fiiggvény
nulldbdl indul, majd a gerenda végén oda is tér vissza.

e A 2 m hossziisdgi AB szakaszon vett T'(z) fiiggvényérték allandé (2 kN), igy a szakaszon vett T'(z)
fiiggvény alatti (dbrén besrafozott) teriilet 2 - 2 = 4 kNm nagysdgu. Ez teriilet a z tengely feletti
(pozitiv), ezért negativ megvaltozdst (—4 kNm) okoz az AB szakaszon linedris M}, fiiggvényben.
Igy My, (25) =0 — 4 kNm = —4 kNm.

Mx? [kNm]
8

4
7
4
7
-
.
%
.
-

-2 A B _________ o -
gl TS E

e A BC szakaszon linedris T(z) okén az M), fiiggvény paraboldt ir le e szakasz felett. E parabolat
hdrom pont és hiarom érint6 segitségével lehet megadni, ezért a szerkesztés az un. teriiletkiegyenlités
elve szerint torténik: A BC' szakaszt megfelezziik (E pont) és a szakasz kezd6- és végpontjanal 1évé
T(zp) = —1 kN és T'(z¢) = —b kN fiiggvényeértékeknél egy-egy vizszintest hizunk. Az el6élls és a
T dbrdn besrafozott negativ teriiletnek szdmité téglalapok 1-2 = 2 kNm és 5 -2 = 10 kNm nagy-
sdgiak. Az M, rajzoldsit folytonos vonallal az My, (25) = —2 kNm fiiggvényértéknél folytatjuk a
kovetkezok szerint. A BE szakaszon 2 kNm az M, fiiggvény véltozdsanak mértéke, azaz E pontnél
—2 kNm-nél jelet tesziink és ezt Osszekotve vékony szaggatott vonallal a B pontbeli fiiggvényér-
tékkel megkapjuk a B pontbeli érintét. A fiiggvény megvéltozdsa 10 kNm az EC szakaszon, igy
My (2c) = 8 kNm. Osszekstve egy vékony szaggatott vonallal az E-nél rajzolt jelet a C' pontban
vett My, fiiggvényértékeket ismét nyeriink egy parabolaérintét C-ben. A harmadik pont és érintd
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ugy &ll els, hogy a My, (zg) = —2 kNm és M, (2¢c) = 8 kNm fliggvényeértékeket 6sszekotd vonal
és a szakaszfelezd metszéspontjandl leolvasott 2 kNm-bdl levonom az E pontndl vett 2 kNm, azaz
My, (zg) = 0 a fliggvényeértéek az érintd pedig parhuzamos az elébbi 6sszekdtévonallal.

e A C'D— szakaszon nincs tengelyirdanyra merdleges ert tehét a fiiggvény valtozas nulla, tehat 8 kNm-
nél vizszintes vonalat hizok D-ig. A D-nél megjelend nyomatékbol szarmazé teriiletvektor miatt a
nyomatéki dbraban szakadds lesz. A teriiletvektor felfele mutat, ezért negativ valtozéast okoz és igy
a tartovégén visszatértiink 0-ba.

Egyszerii terhelésekhez tartozé igénybevételi dbrak

)| S S| .
A \i A L
= 2 = >
‘ a *»‘ a &
F F
A\ \
: B lat z|
TA TA
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