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Kdvetelmények

Tantargyi kbvetelmény: alairas + kollokvium (vizsga)

@ Az alairds megszerzése szorgalmi idészakban: 2 db 30 perces zarthelyi, melyek a 3. és 4.
alkalommal kerlilnek megiratasra, egyenként 20 pontért. Az alairas feltétele az egyik zh-n
legalabb 8 pont elérése.

@ Az alairas megszerzése vizsgaiddszakban: a vizsgaidészak elsé két hete alairasp6tlé
id6szak, minden héten egy-egy alairaspotlasi lehetéség, 40 pontos 50 perces zh-val,
melybdl 20 pontot kell elérni.

@ Vizsgajegy megszerzése szorgalmi idészakban: a 2 db zarthelyin 6sszesen 40 pont érhetd
el, a két zh pontszamait 6sszeadva 20 ponttél megajanlott elégséges (2), 24 ponttol
megajanlott kozepes (3), 28 ponttdl megajanlott j6 (4) és 32 ponttél megajanlott jeles (5)
vizsgajegy szerezhetb.

@ Vizsgajegy megszerzése vizsgaiddszakban: a 6 hetes vizsgaidészakban hetente egy
vizsgalehet6ség, melyen egy 40 pontos, 50 perces zarthelyit kell megirni, elégtelentdl
eltérd jegyet ugyanannyi ponttél lehet szerezni, mint szorgalmi idészakban megajanlott
jegyet.

Aki a félévkozi két zh-n 16 ponttél tébb pontot ér el, pluszpontokat kap, melyeket a vizsgan
beszamitjuk. Az elért pontszambdl ki kell vonni 16 pontot, az eredményt pedig osztani kell
kettbvel, ennyi pluszpont jar a vizsgan (ha a hanyados nem egész szam, a kerekités szabdlyai
érvényesek). Aki megajanlott jegyet szerez, a pluszpontok neki is jarnak abban az esetben, ha
nem elégedett a megajanlott jeggyel, és vizsgaidészakbak szeretne javitani.
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1. Bevezetés, alapfogalmak
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1.1. Alapfogalmak

Rugalmassagtan: a rugalmas testek mechanikaja

A kontinuummechanika, azon beliil a szilard testek mechanikaja tudomanytertilet része. Célja a
rugalmas test elmozdulési, alakvaltozasi, fesziltségi és energetikai allapotanak leirasa, a
kezdeti-peremérték-feladatanak szarmaztatasa, megfogalmazasa, megoldasa.

Rugalmas test: ha a test a terhelés eltavolitdsa utan kezdeti alakjat tokéletesen visszanyeri.
Téagabb értelemben minden olyan test (kontinuum) rugalmas, amelynek alakitasara forditott
mechanikai energia teljes egészében visszanyerhetd.

Rugalmas anyag: a feszilltségmez6 csak a pillanatnyi alakvaltozasi allapot fliggvénye, NEM
fligg a terhelési folyamattél, az alakvaltozas Utjatél. A belsé erérendszer (ER) konzervativ.

Kontinuum modell: feltételezziik, hogy a rugalmas test anyaga a térfogatot folytonosan tolti ki,
vagyis a test molekularis szerkezetét nem vesszik figyelembe.

Linearis rugalmassagtan: feltétel a feladat differencialegyenlet-rendszerére nézve

@ geometriai linearitas: az elmozduldsmezé helykoordinatak szerinti derivaltjai joval kisebb
nagysagrendiiek, mint 1 (10~3, vagy ennél is kisebb nagysagrend, vagyis a kezdeti és az
alakvaltozott &llapot kdzel megegyezik),

@ anyagi linearitas: a fesziltségek és az alakvaltozasok kdzétti kapcsolat egyértelmil és
linearis.

Végeselem-modszer (VEM): a rugalmassagtani feladat "kdzelité"/numerikus megoldasara
szolgalé technika.
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1.2. Alkalmazott koordinata-rendszerek

Descartes-i derékszogt
koordinata-rendszer (DDKR) Hengerkoordinata-rendszer (HKR)

7= x€, + ye, + ze 7 =1 (p) + 2¢,

A rugalmasséagtanban leggyakrabban haszndlt koordinata-rendszerek.
Kapcsolat a két koordinata-rendszer (KR) kdz6tt:

X = rcos ; y =rsing; zZ=2z
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1.2. Alkalmazott koordinata-rendszerek

A HKR tulajdonséagai a két KR kapcsolata alapjan:

F = rcos p€éx + rsinpéy, + z€;

or - Lo

— = COS @€y + Sin €y = &,

or

oFf L _ i
— = —rsinyéy + rcos €y = ré,
O

or g

9z *

Kovetkezmény, hogy a HKR két egységvektora is fligg a ¢ szogtol:
é:(p) = cos p€x + Sin péy; é,(p) = —sin péx + cos péy

Tehat derivalasnal figyelembe kell venni, hogy

dé(

de

8,

= —sin €y + Cos &, = &,; 3
©

= —C0S p€x — Sinpé, = —&;
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1.2. Alkalmazott koordinata-rendszerek

A Hamilton-féle differencialoperator (nabla)

vel8+9%6:%,, v-254195 .25
Tox X Toay YT az ® Tor "Troap ? oz ?

A Laplace-féle differencialoperator (laplace)

82 o2 82 o2 10 1 92 82
=2 4+ 2 1%, A=V.V= =
ox? + y? + 0z?2 + +

A=V -V = 4 - _Z 4=
o2 ror  r2og?  0z2
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2. A linearis rugalmassagtan alapegyenletei,
a lehetséges peremfeltételek
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

Az alakvaltozas el6tti allapot (bal oldali test): terhelés el6tti, deformaciomentes, ez az Un. kezdeti
konfiguracié.
Az alakvaltozott allapot (jobb oldali test): terhelés utani, an. pillanatnyi konfiguracio.
Elemi kérnyezet: a P pont olyan kis kérnyezete, amelyben a mechanikai allapot

@ véges szaml mennyiséggel megadhato,

@ a hely lineéris fiiggvénye.
Az alakvaltozas leirasahoz sziikséges, mivel a pontnak nincs alakja. Az elemi kérnyezet lehet
elemi kocka, elemi gémb vagy elemi triéder.
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

A terhelés soran valtozik

@ az anyagi pont helye
PP(x%y%2% = P(xy.2)
7 = x%8, + 8, + 2°8,;  F= x&x + y&y + z&;

@ az anyagi (x°, ¥0, z0) vonalak érint6i

g _ or L _ oF
X7 ox0 9x = 50
s _ o s _oF
Y= dy0 gy = ay0
g _ o L o
27 920 9: = 550
@ a vonalelem vektor
a® - dF
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

A leképezést linearizaljuk, igy tenzorral is leirhatd

or or or
dF = —dx° 5,04 —dz
a0t 5,0 ¥+ +(..) =
_ (9I‘ o 0 or /. 0 or /. 0\
(ex-d >+W<ey-dr)+@<ez-dr>_
or or )
{ Ooeerazooez} o
F

vagyis dF = F - d® ahol

az un. alakvaltozasi gradiens tenzor. Részletezve:

Oox  O0x  9x
%XO %/0 020
— |7 0 — oy 9y
[E] = [roV ] | a0 By 80

bz & oz
ax0 ay0 820
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

Az abra alapjan 7 = P + d, ahol i = uéy + véy, + W€, az elmozdulasvektor, vagy elmozdulés
mezb. Ezt behelyettesitjlik az alakvaltozasi gradiens tenzor képletébe, igy kapjuk

E:(F°+ﬁ)oV°:;+ﬁ°V°:l+g

tU=1do V0 az elmozdulasi gradiens tenzor, 1 pedig az egységtenzor. Részletezve:

M=[é2$],

ou oy ou
ax o) to¥a
Ul = Tov0] = | v B G
g = |u° = | B0 %VO 820
(x.y.2) Qv ow  Ow

ax0 Y0 820

Az elmozdulasi gradiens tenzor elemei megmutatjak, hogy az alakvaltozas nagy, vagy
kismértékl. Ha az elmozdulési gradiens minden elemének nagysagrendje jéval kisebb mint egy
(%; 5—}%; stb.< < 1, azaz ezen derivéltak nagysagrendje 10~° vagy ettél kisebb), akkor az

alakvaltozas kismeérteki! Minden mas esetben nagymértéki alakvaltozasrél beszéliink.
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot
Q& Q
dr Q2
P° a4 Q> p

Nagy alakvéaltozasok esete

dF1-ngfdﬁ-ng:dF?-éT-g-ngde?-l-ng:dF?-(ET-gfl)-ng
—_——
2E

Itt az E tenzor a Green-Lagrange-féle (Green—Saint Venant-féle) alakvaltozasi tenzor

1 T
2 (ETE-1)
Véges alakvaltozasokra vonatkozik, a kezdeti allapotban van felirva. Korabban mar lattuk, hogy
E =1+ U, ezt helyettesitsik be a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzorba

E:

E—;[(1+y)" (1) 1| = J [ur gt Uty
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

Kis alakvaltozasok esetén a kezdeti és a deformalt alak kézel azonos. Ennek kévetkezménye,
hogy V = V9, & =~ g, stb. Ekkor F=1+U=1+ oV0 = 1+ i o V. Kis alakvaltozasok
esetén U = U o V tenzor elemei Joval kisebb nagysagrenduek mint 1, vagyis UT - U szorzat
értéke elhanyagolhatoan kicsi (kinematikai linearizalas). Ezt beirva a Green—Lagrange
alakvaltozasi tenzorba kapjuk a kis alakvaltozasokra is érvényes linearizalt alakvaltozasi tenzort

T T _1 T_1
U+UT+UT U= (U U] = S
~0

lioV+ Vol

Ezt az egyenletet nevezzilk kinematikai vagy geometriai egyenletnek. Innentdl tovabb kis
alakvaltozasokkal foglalkozunk.
Az elImozdulasi gradiens additiv felbontésa

g—UoV u +U =A+W

—=szim —aszim =

A szimmetrikus rész éppen az alakvéltozasi tenzort adja (A), az aszimmetrikus rész pedig az un.
forgas tenzor (W). Definicio szerint egy tenzor szimmetrikus részét igy képezzik

A= v+

Egy tenzor akkor szimmetrikus, ha transzponaltja megegyezik 6nmagaval (A = éT).
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

Az aszimmetrikus rész képzése

v [u-v]

N =

[ﬁoV—Volﬂ

Egy tenzor aszimmetrikus, ha W = ng, ez pedig csak Ugy teljesll, ha a fdatléban minden
érték zérus, a mellékatldban a szimmetrikusan elhelyezkedd elemek pedig egymas ellentettjei.

Az alakvaltozasi tenzor méatrixa

du
1 ox
— T _ 1(ov ou
4] =glurut]= ) (G
X,y,z 1 (ow 4 du
(o2 2 <8x + 8z
1
Ex §’ny
=| ey
27zx %’Yzy

o=
—
QQ
<I=
+

%’sz
5Vyz
Ez

ISTESR ST

ou ow
2z T ox
ov ow _
2z T oy =

ow
oz

Ittex, ey, ez @z X, y, z irdnyokba esd fajlagos nyllasok, yxy, vxz, Yyz az adott két irany kdzotti
szogtorzulasok. A két tenzorbdl latszanak az elmozduldsmezé koordinatai és az alakvaltozasi
koordinatak kozotti Gsszefiiggések (skalaris egyenletek), pl.: ex = 5, vy, = g—‘y’ + 9¥ sth.
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

A forgas tenzor matrixa

o a(B-%) (k-
W =Glu-w)= | s(3-%) o (3% |-
o d(5-8) 2(5-%) o

Rugalmassagtan

U.d= a° + A-da° +w.df
eltolodas
alakvaltozas forgas
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2.1. Elmozdulasi as alakvaltozasi allapot

Alakvaltozasi allapot HKR-ben: Az invarians 6sszefliggések itt is érvényesek, vagyis U = oV,
E=3[U+UT+U U], A=}[U+UT].w=}[U- U] Az elmozdulasvekior HKR-ben:

U = ué, + vé, + wé;, illetve a nabla operator HKR-ben: V = 2.6 + 1 2.é, + 2&;. Ne

Iz
feledi % _ g, 65 %% — ¢ ja
juk, hogy 5. = €, 88 5£ = —6r. Ezek alapjan
U= (ubr+v8,+wdz) o (26 + 128, + 2a)= %506+ 1% 05,4+
= o(— - — = —@éro ——@ero
= ! ® D T rep ez Y T ar T T rap ¥
108,08, + %8 08, + 28,08+ 128,08, - 1v8 08, + 25, 0.+
— o —e@ro —@, 0 ——@y,0 - — o —@,0
ro e g TR g T T g T T TR T g
+—€;06 +-—6;08,+ —6,08;
ou 1 (ou_ ) ou
ar r \ 9¢ oz
—| o 1fov ov
[g] or r 6<p+u oz
(e | ow 1ow ow
or r dp oz
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

Er 5Vre Yrz
é = Yer 15w 5Vez
(r,e,2) 5Vzr 57z €z
ou 1(9v 1 0u v 1 (0ou s}
or §<W+7% 7) §<E+W>
_ 1(ov  10u v 1(9ov 1(9v 4 10w
- 2<3r+er r) r(&p—"_u) 2<az+r Lp)
1 (ou ow 1 (ov 10w ow
§($+7) §(7+77> oz
Tehat e, = %,'yrwz %+%%,¥’72:%+%,Stb.

19/40
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.1. Példa: Hatarozzuk meg az F alakvaltozasi gradiens tenzor matrixat, ha ismert a test

pontjainak alakvaltozas utani helyzetét leir6 F(x,y, z) helyvektor! Adott:
F= Cx?7%8 — Cyx?z8, + Cx?2%8,, C = all.

52 ox oy oz 2Cxz2 0 2Cx%z
[E] =[FoV] = Cx 22 =| —2Cyxz —Cx?z —Cyx?
(.9.2) —Cyx°z 2Cxz? 0 2Cx%z
Cx222
1. eléadés 2020. februar 15, 20/40



2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.2. Példa: Ismert egy rugalmas test elmozdulasvektora, mint a hely fliggvénye:

U(x,y,z) = Cxy?éx + Cyz?8, + Czx?8;, C = 10~% mm~—2. A test egy P pontjanak helyvektora
Fp = —208€x + 308, + 40€; mm. Hatarozzuk meg a test P pontjaban az U, elmozdulasi
gradiens, az QP alakvaltozasi gradiens, az ép alakvaltozasi és a v, forgés tenzort!

Cxy? y2 2xy 0
[U]:ﬁoV: Cyz? [88)( a% %}: 0 22 2yz |-107°®

(x¥,2) Czx? 2xz 0 X2
30 2-(—20)-30 0 9 -12 0
[gp] = 0 402 2.30-40 [-106=| 0 16 24 |.107*
(x.y,2) 2. (—20) -40 0 202 _16 0 4
10009 —0,0012 0
[F.] = [1+u,] = 0 1,006 0,0024
) ~0,0016 0 1,000
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.2. Példa folytatasa

1 1 9 -12 0 9 0 -16
4] =5 [u+uT] =5 0 16 24 |+ | —12 16 0 404 =
A S U+l =3
(x.y,2) -16 0 4

1 1 9 —-12 0 9 0 -16
[EP]:*[Q—QT]:f 0 16 24 |—-| —12 16 0 1074 =
s 25 T4 2|l -6 o 4 0

0 -6 8
-8 —12 0
$p = (—128, + 88, + 68,) - 10~
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.3. Példa: Ismert egy rugalmas test alakvaltozas utani helyzetét leird F(x, y, z) helyvektor.
F=(x+a1y?)éx + (y + a)8éy + (z + asyz)8é,. Hatarozzuk meg a véges alakvaltozasok E
Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzorat! A tenzor meghatarozasahoz sziikségiink van az
alakvéltozasi gradiens tenzorra meg annak transzponaltjara, melyek

[F] =[Fov] = [ 0 o } . [F = { 2a11y ' agz }
(

(y.2) 0 a3z 1+ay y:2) 0 0 1+4asy

1 2a1y 0
[gT é] = | 2a;y 4ay?+1+ 222 ayz + ayz
(x.y.2) 0 az+ayz  1+2ay + ay?
és igy a Green-Lagrange alakvaltozasi tenzor

1 0 ay 0
g =[3(EE-1)]=| ay cap+ids j@etdn
0 ;(az+dyz) ay+zy°
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.4. Példa: Adott az Oxyz koordinata-rendszerben egy rugalmas test elmozdulasmezdje:
U= uéy+ véy + wéz ahol u=—vlxy,v="3 (vx? —vy? — 22),w=Tyz ésv, [ =all.

Hatarozzuk meg az U elmozdulasi gradiens, az A alakvaltozasi és a W forgas tenzort, majd a "
forgasvektort!
—vly —uvlx 0 —vly vlx 0
[g] =[GoV]=| vix —uly Tz |, [QT] — | —urx —uly Tz
o 0 rz ry o) 0 -z Ty

(,9.2) 0 0 Ty

{g] _ [% (g_gT)} - [ y?x 71(/)rx —?z ] , ) = 284 + LI X8,

o - [hwren]-| 8

Rugalmassagtan |. eléadas

2020. februar 15. 24/40



|
2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.5. Példa: Adott egy rugalmas test elmozdulasmezdje HKR-ben: & = crié,, ahol ¢ = all.

Hatarozzuk meg az elmozdulasi gradiens, az alakvaltozasi és a forgas tenzort, valamint a
forgasvektort!

o) - o8 (30 1 3]

(r.2)

1 1 3 0 O
[Scrzé, 08 + 08,08, + 08, 08, + 08 0 éz} —e?l0 1 0
r r 0 0 0

Ez a tenzor most (de csak most, mivel épp olyan az elmozduldsmezd) szimmetrikus, tehat

U=U' gy
3 00 o
[é] —c?|0 1 0|, w=0 $=0
(rre,2) 0 00
1. eléadas
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.6. Példa: Adott egy rugalmas test elmozdulasmezéje HKR-ben: i = 9rzé, + Jw(r, )€z,

ahol ¥ = all. Hatarozzuk meg az elmozdulasi gradiens, az alakvaltozasi és a forgas tenzort,
valamint a forgasvektort!

[u] = (@ov] = {(ﬁrzé’(p-i-ﬁw(r,ap)éz)o(36,4-1&6 3~)} _

= or rop * *az%
(re,2)

L L1 - L ow., - 1 ow,
028, 0 8 — ~0rz8; 0 8y + Iy 0 87 + 9 8708 + ~0 8,08, | =
r or r Oy

0 -9z O 0 9z o9&
- | vz 0o o |, [QT] = | -9z o ﬁg—w
ﬁaw 9 0 0 ( 0

or r o re,z) 0 9r
0 0 192
1 9 8
{A] - 0 0 3 <§r+ , 6:)
1,90w 1 Y Ow
) 19de 1 (m+ 7%) 0
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2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot

2.1.6. Példa folytatasa

0
M —| 9z 0
o 190w 1 (0 0w
(r.p.2) 0% (29—
- 9 (10w o
=—(-=—-r)é
¥ Z(rago > !

Rugalmassagtan
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2.2. Fesziltségi allapot

Nyugalomban lévo, alakvaltozast szenvedett rugalmas testet vizsgalunk.

Fy
A testet egy tetsz6leges sikkal elmetszve a megmaradt darabnak is egyensulyban kell lennie,
kovetkezésképp az elvagott fellleten belsd erérendszer (fellileten megoszIlé erdrendszer) alakul
ki. Ennek a feliiletnek egyetlen pontjat, és annak elemi kérnyezetét (A A) vizsgéljuk. Ebben a

pontban a megoszI erérendszer részeként egy AF erd ébred. Ez alapjan lehet értelmezni az
adott pontban ébredd fesziltségvektort

im AF
NAS0 AA
ahol T a Cauchy-féle feszlltségi tenzor, mely deformalddott felliletelemre értelmezett mennyiség.

Tn:

I~

)
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2.2. Fesziltségi allapot

A feszlltségi tenzor matrixa:

RSO N
Ox Txy  Txz
[l] =| ™™ oy Ty
(X,¥,2) Tzx  Tzy Oz

Ahol a Ty, T, és f, az x, y és z normalisti sikokhoz tartoz6 feszliltségvektorok.

?x: - €z

I~

&, T, =

I~
~|

&, =T

Rugalmassagtan |. eléadas 2020. februar 15. 29/40



2.2. Fesziltségi allapot

A mechanikai egyensuly egyenlete

A

Erék egyensulya:
/l~ﬁdA+/6dV:6 — /[l~V+&]dV:ﬁ
(A) V") V")
Ez utébbi egyenletnek fenn kell alinia tetszéleges V'’ térfogat esetén, ezért
T-V+G=0

Ez a mechanikai egyensuly egyenlete.
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2.2. Fesziltségi allapot

Az egyensulyi egyenlet skalaris egyenletei

. Ox Txy Txz % Qqx 0
IT-V+q=| 7% oy 7z || 5 |T| ¥ |=]0
Tzx Tzy Oz % qz 0
Kifejtve:
Oox 8Txy OTxz _
ox "oy "oz T¥T
87’}/)( 80’}/ aTyz o
ox Tay T oz T
OTzx | OTzy n 0oz tg =0

Rugalmassagtan |. eléadas 2020. februar 15. 31/40



|
2.2. Fesziltségi allapot

Nyomatékok egyensulya:

/FXLJ?dA—l—/FXF]dV:ﬁ
) ()

Ennek az egyenléségnek fenn kell allnia barmilyen tetszéleges V'’ térfogaton, tehat

OF ld oF

—><T ex+—><T ey+—><T ez_ex><tx+ey><ty+ez><tz_
oxX , oy 0z

Ex Ty

= Tyxéz - széy - Txyéz + széx + széy - Tyzéx =0

Kdvetkezmeény: 7xy = Tyx, Txz = Tzx, Tyz = Tzy, vagyis a fesziiltségi tenzor szimmetrikus,
T=T"
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2.2. Fesziltségi allapot

Az egyensulyi egyenlet invarians alakja ugyanaz HKR-benis: T-V + ¢ = 0. Célszerli HKR-ben
a feszlltségi tenzort diadikus alakban felirni:

Or Tre Trz
[T] = | Ter 0Op Tez
(rs#,2) Ter Tzp Oz

= (0r8r + Tpr€, + T2r82) 0 €1+
+(Tr<pér + O'gpécp + Tz¢éz) o égp + (Trzér + Tgpzéq) + Uzéz) 0 &;

Ennek segitségével:

l' V= (aré,» 08 + Tpr€y 0 6 + 72067 0 6 + Tr6r 0 By, + 0,6 0 By + T7,€7 0 Byt

o L P, g 1 8 0 .
+Tr2erer+TLpZeLper+0'ZeZOeZ)' ar & + — fa +$ez =

107, 1 1
er + *Tr(pe(p + T¢r9¢p+

Oor . OTyr o OTzr o 1
=g 8+ 8+ 08+ —
ar ar Se T g St e T T,
190, g, 1072p o OTiz & + 0Tz &, + 0oz
r Oy

1 1
rﬂ'gp r+ rTzr z+ Ay z + oz oz

33/40
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2.2. Fesziltségi allapot

igy a 3 skalar egyensiilyi egyenlet HKR-ben:

Oor 101y OTz  0r— 0y
- — P =0
or + r Oy 0z r ta
OTor 100, OTpz Tre
-— 2— =0
ar ' r dp t o et
8Tzr 1 8Tz(p + 60’2

1
< _ =0
ar r oy 0z * rTz'+qz
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2.2. Fesziltségi allapot

2.2.1. Példa: Egy rugalmas test P(x, y, z) pontjaban ismert a feszlltségi tenzor.
(a) Hatarozzuk meg a g térfogati tehervektort feltételezve, hogy a mechanikai egyensaly a test
minden pontjaban teljesul!

(b) Keressiik meg a féfesziltségeket a test Q(a, 0, v2a) pontjaban, illetve hatarozzuk meg a
legnagyobb nyir6fesziiltség értékét is!

x2y x(1-y?) 0
[T] =| x(1-y3) 1(A-3y) o
(x.y,2) 0 0 272

(a) Egyszeriien behelyettesitiink a skalaris egyensulyi egyenletekbe:

Oox = OTxy  OTxz

=2xy — 2 0 =0
ox T oy + 5y T 0= 2 —2xy 4+ 0+ 0« —

gx=0
8Tyx 80'y BTyz 2 2
=y =1 —1+0 =0 — =0
ox oy + 0z ta y oty HOta W
o 0 0
sz+ sz+ Uz+q2:0+0+4Z+QZ:O — q; = —4z
ox oy 0z

Ez alapjan a térfogati tehervektor: § = —4z€,.
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2.2. Fesziltségi allapot

2.2.1. Példa folytatdsa

(b) A fofesziiltségek és a hozzajuk tartozé féiranyok meghatarozasahoz az alabbi
sajatérték-problémat kell megoldani

(l—al)J_i:ﬁ,

ahol o a féfeszliltség, i pedig a féiranyhoz tartozd egységvektor. Ennek az egyenletnek

keress(k a trividlistol (i = 0) eltéré megoldasat, vagyis az egyitthaté matrix determinansa zérus
kell legyen

0 a O -0 a 0
7] a 0 0 —  det(T,-o1)=| a —o 0 |=
s L0 0 4a 0 0 4da-o
:(4a—o)(02—a2):0 — o1 =4a>o0p=a>o03=—a
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2.2. Fesziltségi allapot

2.2.1. Példa folytatasa
Az 1-es féirany latszik a tenzorbdl, iy = é. A 2-es féiranyhoz a o,-t kell visszairni a sajatérték

problémaba
. —-a a o0 Nox 0
(IP—Ugl) fip=0=| a -a o0 my, | =10
o B 0 0 O Noy 0

Ez alapjan kapjuk a kdvetkezd egyenletrendszert

—angy + anyy =0 S ™ i _tana — a=45°
angy — angy = 0 Noy

Mivel fi, is egységvektor, ezért | /n2, + ngy = 1, ebbdl kovetkezik, hogy fy = @é’x + %é'y. Az
ny, o, i3 féiranyok egymasra kolcsondsen merdleges jobbsodrasi rendszert alkotnak, emiatt:

fig = fiy X fip = — 28y + Y28,

Rugalmassagtan |. eléadas 2020. februar 15. 37/ 40



|
2.2. Fesziltségi allapot

2.2.2. Példa: (MP. IIl. 6.21.) Adott a T(F) fesziiltségmezé: Ty = 4228, — 2x3y?é;,

T, = 4228, + 2x2y38;, I, = —2x3y28y + 2x2y38, + pgzé,. Ellendrizze le, hogy teljesiilnek-e a
skalaris alaki egyenletek, ha § = —pgé!

0 422 —2x8y2
[T] = 422 0 2x2y3
(.y.2) —2x3%y%  2x*y3  pgz

A skalaris egyensulyi egyenletek felhasznalva T-t

Oox  OTxy OTxz

+ gx =0
0 0 0
X y z \0,/

0 0 0
0 le] o
X LT T g, =0
ox oy 0Z o~
0 0 0
0 0 0
Tzx Tzy Tz 4+ —0
ox 19)% 0Z  ~~
N—— —~— = —pg

—6x2y2  gy2y2 24
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Rugalmassagtan

|
2.2. Fesziltségi allapot

2.2.3. Példa: (MP. lll. 6.26.) Ismeretes HKR-ben a T(F) feszliltségmezd: or = A B

op =A+ ,%; o0z = 09; A, B,og = all.; 71y = 74z = T2r = 0. Kielégiti-e a fesziiltségmez6 az

egyensulyi egyenletet, ha § = 0?
A skalaris egyensulyi egyenletek alapjan irhatjuk, hogy

dor 101y  Omz  or—o0yp B B
- =% 22 2= 40+40=0
c‘)rJrrc‘9g0+8zJr r r3 r3JrJr
1
OTpr 78@; +3T¢z+2ﬁl:0+0+0+020
or r d¢ 0z r
1 1
Orar 10720 D02 1 010410+0=0
ar r Oy 0z r

Tehat a feszlltségmezd kielégiti az egyensulyi egyenleteket.

|. eléadas 2020. februar 15.

39/40



|
2.2. Fesziltségi allapot

2.2.4. Példa: (MP. lll. 6.28.) Legyen adott HKR-ben al(?) fesziltségmezd:
2 2
or=A- r% - HTVUWO:T; Op = A+ r% - 14:”‘71,«)0:*2; Oz = Tro = Tz = Tzr = 0;
K

A, B,v, 0.0, rk = all. Hatarozza meg a ¢ térfogati erérendszert, hogy a skalaris alaki egyensulyi
egyenletek teljesiljenek!

Haszndljuk fel most is ugyanazokat az egyenleteket, mint az el6zé példaban:

Oor 1071y  OTz  0r— 0y

or Tree Yoz T T
B 6+42v r B 2v-2 r r
257 g Tz 2pt g Cwp ta=0 o o =cug

K
Otor 100, 0Tz Tre
Pl 2—= =0+0+0+0 =0 =0
3r+r84p+82+ r+q¢ +0+0+0+q, — Qe

OTzr 107z, Ooz 1
— —_—Z — =04+0+0+0 =0 =0
ar r op + oz + - Tzr + Qz +0+04+0+4q: — Qqz

Tehat a térfogati erdrendszer: g = O'wOrLzéf-
K
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