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2. A linearis rugalmassagtan alapegyenletei,
a lehetséges peremfeltételek (folytatas)
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Rugalmas testnek nevezzik a kontinuumot, ha a kontinuum mozgasa soran a feszUltségtenzor a
kontinuum minden egyes pontjaban egyértelm( fliggvénye az alakvaltozasi tenzornak.

Az alakvaltozasi tenzor fligghet még tovabbi nem mechanikai mennyiségektdl is:
@ hdémérséklet,
@ villamos térerésség,
@ entropia,
@ stb.

A T és A, vagyis a feszliltségi és alakvaltozasi allapot kdzétt fennallo figgvénykapesolatot hivjuk
a rugalmas test anyagegyenletének.

Homogén anyagtdérvényrél beszélliink, ha ez az 6sszefiiggés fliggetlen a helykoordinataktol.
Ha a test izotrop, akkor a fesziltségi és alakvaltozasi tenzorok féiranyai 6sszeesnek.
(izotropia=iranytdl valé fliggetlenség)
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Linearisan rugalmas anyagbol készilt probatest (rid) egytengely(l huzévizsgalatabdl nyert
eredmények (egyszer(i Hooke-torvény):

o = Ee, ex = —VE,
ahol ¢ a keresztirany( fajlagos nyulas, E az anyagra jellemzé rugalmassagi modulus és v pedig
a Poisson-tényezd. A nyirévizsgalatok jelleggdrbéi alapjan bizonyos feszlltségszintig a
kodvetkezd linearis kapcsolat is fennall a nyiréfesziiltség és a szdgtorzulas kozott:

7= G,

itt G az anyag csUsztaté rugalmassagi modulusa.
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Izotrép anyagok esetében az alakvaltozasi és a feszlltségi tenzor fétengelyei megegyeznek.
Ezen fétengelyek altal alkotott koordinata-rendszerben (i, fy, Hi3) a kdvetkezoket lehet irni

¢j = Ciroy + Cjzoz + Cjzos, (i=1,2,3)
Tiszta huzasra vonatkoz6 képletek alapjan (az egyszeri Hooke-térvényt behelyettesitve):

o4 v v 1+v
= — £02— =03

E E E?®TE

Izotr6p anyag esetén ez fennall barmely iranyban, igy kapunk 3 skalér egyenletet DDKR-ben

14
e = oy — E(U1 + 02 +03)

14v v
Ex = E UX—E(O'x'f‘O'y"rO'z)
1+v v
EyziE O’y*E(Ux+Uy+UZ)
1+ K( +oy+o2)
£z = E oz EO'X oy +oz

llletve ekkor fennall Gjabb 3 skalar egyenlet

Txy Tyz Txz
’YX,V:E7 ’sz:Ea 'YXZ:E
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Linearisan rugalmas anyag estén fennall

G_i N 1+v 1
T 2(14v) E ~2G

igy dsszefoglalva az eredményeket, beirva a skalar koordinatakat az alakvaltozasi tenzorba
kapjuk

1
é 2G|:T 1+ T1] T|:0')(+O'y+0'z

Ezt nevezzlk altalanos Hooke-tdrvénynek. A fesziltségi tenzorra is felirhat6 az altalanos
Hooke-térvény

:72G{A+ A|] A =ex+ey+ez

Az altalanos Hooke-térvény a Lamé-allandokkal (u, A)

T =2uA+ A1
v v

-G, A=2G = E
p== T—20 1+ —2v)
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Kapcsolat az els6 skalaris invariansok kdzott

2Gv A1 :2G1+1/
1-2v '~ 1—2v
3 h,—/

Ty =2GA + A

3K
ahol K a térfogati rugalmassagi modulus. Az anyagegyenlet felirasahoz témdritett jeldlést
szoktunk alkalmazni, a feszlltségtenzor és az alakvaltozasi tenzor fliggetlen koordinatait
egy-egy vektorba rendezziik

01 =0x, 02 =0y, 03 =0z, 04 =Tyz, 05 = Txz, 0 = Txy

€1 =€x, €2 =¢Ey, €3 =€z, €4 = Vyz, €5 = Yxz, €6 = Vxy
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Ezzel a témor irdsmoddal anizotrép anyagra is felirhaté az anyagegyenlet

6
U,—ZC//'E/', (i=1, ,6)
=
a1 Ci1 Ci2 Ciz3 Cis Cis Cys €1
a2 Cot Co2 Gz Cos Cos Coe €2
o3 | _ | Cst Cs2 Csz Cas Css G €3
o4 Cat Cs2 Caz Cas Css  Cue €4
a5 Cs1 Csp Cs3 Css Css  Cse €s
o Cet G2 Coz3 Cos Cos Cos €6
——— —_——
P c e
Vagyis tomdren felirva az anyagegyenletet
ag=C-¢

ahol C az anyagallandok matrixa, vagy merevségi matrix 6sszesen 36 db allandét tartalmaz.
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

A fajlagos alakvaltozasi energia definici6 szerint

£ £ £
r r r 1 1 1

u(e) = /g §:/ :/ Cjdej = / (ze,C,jsj) = Ee;C,-jsj = §§TE€
0 0 0

Ez alapjan

=CT

o5}
a
|
o
Ny
QO
|
\
|
o
K
o

tehat az anyagallandék matrixa szimmetrikus. igy a matrixban a fliggetlen anyagallandok szama:
6+5+4+3+2+1=21db anizotrdp, linearisan rugalmas anyagok esetén.

Rugalmassagtan II. eléadas 2020. marcius 7. 9/40



|
2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Egy szimmetria sikkal rendelkezd anizotrép anyag (monoklin rendszer) merevségi matrixa

Ci1 Ci2 Cz O 0 G
Cot Cx Cp O 0 Co
[ C] _| Gt Cx2 Cgz O 0 Cse
0 0 0 Cas  Cys 0
0 0 0 Css Css 0
Cet Ce2 Gz O 0 Ces

Az anyagegyenlet inverz alakja

e=C'.oc=S¢

ll»n

itt § = €~ az Un. alakithatdsagi matrix, szintén szimmetrikus és altalanos esetben 21 db

fliggetlen allandét tartalmaz. Rombikus szimmetrianak eleget tevd faanyag esetén példaul

7 R AP

[é] = oEL oER %T 10 0
Grr

0 0 0 0 GLTL 0

0 0 0 0 0 ==

9
3
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

Lineérisan rugalmas, izotrép anyag merevségi matrixa

1—v

[eoNeNe]
O OO o

2G
[Q 1

v

o O OO0 o

oo ox ¥
coox | x
cocoo | v
o ol

X

|
o,
\
n
<
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

A homérséklet-valtozas figyelembevétele: a hdmérséklet-valtozas hatésara fellépd
deformaciot a kdvetkezd alakban lehet felirni izotrop anyag esetén

=a(T — To)

ahol « az anyagra jellemzd linearis hdtagulasi egyitthatd, Ty a test referencia, vagy kezdeti
hémérséklete, melyen deformacié és feszlltségmentes, illetve T a test pillanatnyi hémérséklete.
Ez a térvény izotrop anyag esetén minden iranyban fennall. Ha a rugalmas test kis alakvéltozast
szenved, mikdzben egyszerre hat ra mechanikai és héterhelés is, akkor a teljes deformaciét a
két terhelésbdl szarmazé deformacié dsszegeként lehet értelmezni, igy az anyagegyenlet
hérugalmas testre
1
A= e |- 5] ra(r- T
=726 1+v >

mechanikai terhelés hterehelés

A torvény inverz alakja

E_o(T-Ton
—2v =

1

E v
T= A Al| —
= 1+1/|::+1721/ ':]
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

2.3.1. Példa: Tekintsiik adottnak a kordbbi 2.1.4. Példaban egy linearisan rugalmas, izotrép
testre kiszamitott A alakvaltozasi tenzort:

-] S o]

(x:2) 0 o Ty

Hatarozzuk meg a feszlltségi tenzort!
Ehhez a Hooke-t6rvény kdvetkez6 alakjara van sziikségink:

v
1—2v

Mivel az A tenzornak csak a féatléjaban talalhatoak elemek, a fesziltségi tenzorban is csak a
normalfesziiltségek lehetnek zérustél kiilonbdzbek:

ox = —2Gvly + 1262 (—2uTy +Ty)=-2GuTy +2GuTy =0
— v

T=26 [é+ A.l}

oy = —2Guly + 2Gy —2uly+Ty)=-2GuTy+2GuTy =0
d 1—2v

oz =2Glry + 1262 (—2vTy +Ty)=2Glry +2Guly =2G(1 +v)fy = ETy
— v
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

2.3.2. Példa: Legyen adott egy linearisan rugalmas, izotrép test alakvaltozasi tenzora HKR-ben
(2.1.5. Példa alapjan)
3 0 0
=c?| 0 1 0

0 0 O

(re,2)

Hatarozzuk meg a feszlltségi tenzort HKR-ben!
Az anyagegyenletet invarians alakban adtuk meg, igy ugyanaz az alakja, mint a DDKR-ben,

vagyis
A ]

A mellékatlébeli elemek esetében most is zérus értékek helyezkednek el a feszlltségi tenzorban
ott, ahol az alakvaltozasi tenzorban is. A fdatlobeli elemeket tekintve:

I= 26|:A+

—4
or = 6Ger? + 26V 42— (6+ 8v ) Ger? = 8% g2
“o 1—20

1-2v -
2Gv 4v 1+ 2v
=2Ger? + ——4cr? = (1 2Ger? = ——2Ger?
oo MErY ( Tz 2u) 1—2v
Gv 5 8 5
= 4er® =
oz 0+1_2V cr 1_zchr
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

2.3.3. Példa: Bizonyitsuk be, hogy megvalaszthaté a AT = T — Ty hémérséklet-kildnbség oly
maodon, hogy egyenletes p nyomasnak kitett linearisan rugalmas, izotrép test fesziltségmentes
legyen!

Ha egyenletes nyomasnak tesziink ki egy testet, az azt jelenti, hogy a testet minden iranybdl
azonos p nyomas terhel, mely csak nomralfeszlltséget eredményez a testen belll,
nyiréfesziltséget nem. Ez alapjan a mechanikai terhelésbdl szarmazé fesziltségi tenzor a

kovetkez6 alakba irhatéd 0 0
{Tm]=[m]=[_°p T8 }

(x.y,2) 0 0 -»
A hérugalmas test anyagegyenletét figyelembe véve a héterhelésbdl szarmazé fesziltségi tenzor
a kovetkezd E

T = ————a(T - To)
L, =—3=g07T Tl

Ahhoz, hogy feszlltségmentes legyen a test, a mechanikai és héterhelésbdl szarmazé
fesziltségek 0sszege zérus kell legyen, tehat

l +lh:g:_ p+

m

T—To)| 1
=g (7= 7)1
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2.3. Linearisan rugalmas test anyagegyenlete

2.3.3. Példa folytatasa
Ez alapjan irhat6, hogy a zaréjelben talalhaté kifejezés kell zérus legyen, amit ha atrendezlink

1—2v

T=To— Ea

Legyen Tp =20C°, v =0,29, a = 12- 1076 C‘—O p =100 MPa, E = 204 GPa. Ezeket
behelyettesitve az eléz6 képletbe azt kapjuk, hogy

1-2.0,29

T=20—-__ S %%
0 204000 -12-10-6

-100 =2,84C°

Tehat ha ekkora hdmérsékletre leh(itjik a testet, akkor a 100 MPa-os nyomas hatasara kialakuld
feszlltség a testben megsziinik.
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

I. Primal rendszer:

Ekkor alapvéltozonak tekintjiik a test elmozdulasmezdjét: U = uéx + vé, + wé;. Ennek a
vektornak a 3 koordinataja 3 db ismeretlent jelent. Keressiik még tovabba az alakvaltozast leird
mennyiségeket, ez a mi esetlinkben az A alakvaltozasi tenzor elemeit jelenti, mely a tenzor
szimmetridja miatt 6sszesen 6 db tovabbi ismeretlen (ex, ey, ez, Vxy, Vxz, Vyz)- Ezenkivil meg
kell hatarozni a testben kialakuld fesziiltségeket is, azaz a T fesziltségi tenzor koordinatait is,
ami ennek a tenzornak a szimmetridja miatt szintén 6 db ismeretlent jelent (ox, oy, oz, Txy, Txz,
Tyz). Mindent 6sszevetve 15 db ismeretlent tartalmaz a feladat.

Mezdegyenletek:

Az elébbiekben attekintett fejezetekben lattuk, hogy ezek kz6tt az ismeretlenek kozott
kapcsolatot lehet teremteni. Az elsé egyenlet az Un. kinematikai vagy geometriai egyenlet, mely
az elmozdulasmezé és az alakvaltozasok kdzott teremt kapcsolatot:

é:%(ﬁov-s-Voﬁ)

Ez egy tenzoregyenlet, melybdl 6 db fuggetlen skalaregyenlet allithat6 eld. Ezek példaul

DDKR-ben:
_ou _ov _ow

S Yoy T
_ou ov v ow _ou ow
Txy = ay  ox’ Vyz = o7 oy’ Vxz = o7 ax’
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

A masodik egyenlet az alakvaltozasi jellemzok és a feszliltségek kdzott teremt kapcsolatot, ez az
un. anyagegyenlet, mely linearisan rugalmas, izotrép anyag esetén

”

Ez egy UGjabb tenzoregyenlet melybdl Gjabb 6 skalaregyenlet allithaté elé. Ezek DDKR-ben:

I= 2G[A+

2Gv
Ux—268x+1_2 (5x+5y+52)—26{ i x+L(8y+EZ)}

1—2v 1—2v
1—v v
oy =2G T2 721/€y+ 12 (ex +ez)
1—v v
oz =2G [71 — 21/52 + -2, (ex +5y):|
1
Txy = QG§’ny = G’ny, Txz = G’sza Tyz = G’sz
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Végll az utolsé egyenlet, amely biztositja a test egyensulyat, ez pedig az egyensulyi egyenlet

-

-V+G=0

~

mely egy vektoregyenlet, ennek megfeleléen 3 db skalaregyenlet allithaté eld beldle. Ezek
DDKR-ben:

dox | Oy | OTxz
ox ay 0z

+gx=0

a’TyX 80’}/ aTyz
——Z —_= =0
ox + y + 0z ta

87’2)( 8sz 80'2
—_—Z =0
ox oy + 0z T

Tehét ebbdl a 3 mez6egyenletbdl nyertiink 6sszesen 15 db skalaregyenletet a 15 db
ismeretlenre. Am ezek kdzott az egyenletek kdzott szerepel tobb differenciadlegyenlet is, igy a
probléma egyértelm{i megoldasahoz szlkséglink van peremfeltételi eléirdsokra is.
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

z
A Ap

x y Ay

Egy valos feladat esetén a testre miikddik valamilyen kiils terhelés és emellett valamilyen
kényszerrel biztositjak a test egyensulyat. Igy a test kiilsé fellletét két részre tudjuk bontani:
Ay-val jeldljiik azt a felliletet, ahol a kényszerek miikddnek, és Ap-vel, ahol pedig a terhelések
(azt a fellilet részt, amelyen nincs kényszer, és terhelve sincs, a terhelt felllethez soroljuk, ahol 0
a terhelés). Ennek megfeleléen a test teljes felllete eléall ennek a két fellletnek az 6sszegeként
(Au U Ap = A), viszont kdz0s része a két felliletnek nem lehet (Ay N Ap = {0}).
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

igy kétféle peremfeltételi eldiras tehetd. A kényszerek eldirjak, hogy a megtamasztott feliilet
pontjainak mekkora az elmozdulasa, ezt nevezzik kinematikai peremfeltételnek:

U= 170 FeA
A terhelések pedig a terhelt fellilet pontjaiban el6irjak a feszlltségek értékét, ezt nevezzik

dinamikai peremfeltételnek:
p=T-i TFeh
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

fgy mar a feladat elvileg megoldhaté, ismerve a 15 skalaregyenletet illetve a 15 ismeretlent, és
az eldirhatd peremfeltételeket. Ennek a kapcsolt differencialegyenlet-rendszernek a megoldasa
azonban rendkivil bonyolult, ezért eldallitjuk a rendszer Un. alapegyenletét. Tovabbra is az
elmozdulasmez6t tekintjik alapvaltozonak: U = uéy + véy, + wé;. Ezek utan pedig az eldallitott
mezdegyenleteket kifejezzlik, mint ennek az 4 elmozduldsmezdnek a fliggvénye. Vizsgaljuk
elészor a kinematikai egyenletet:

1

é:E(ﬁov+Voﬁ)

Ez rendben van, kifejeztlk az alakvaltozasokat az elmozdulasmezdvel. A kdvetkezd az
anyagegyenlet, amelybe behelyettesitjiik a kinematikai egyenletet:

v 1 v
T=2G|A Al| =2G|= (u u Al| =
T G[:+1—21/ |:] G 2(UOV+VOU)+1_2V i1
2Gv
=G(UoV+Vol vV -i)1
(FoV+Vod)+—" (V-d)1
mivel 8 8 8
u v w ~ ~
A= = — 4+ — =divu=V-u
| =éexteytez 8x+8y+8z v
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Ezzel kifejeztiik a feszliltségeket, mint az elmozdulasmezd fliggvényeit. Ezt behelyettesitjiik az
egyensulyi egyenletbe:

2Gv N L =
Vv.u
1721/(

=G(lioV) - V+G(Vol) V+
Nézziik kilén a tagokat
G(lioV)-V =Gii(V-V)=GAl
N——
A
G(Vol) - V=GV(d-V)=GV(V-i)

2Gv . 2Gv .
V-u)V = V(V-u
1—2V( ) 1—2v ( )
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

A masodik és harmadik tag tartalmazza a V(V - d) szorzatot valamint a G-t, vagyis ezt a két
tagot 6ssze tudjuk adni

2v . 1—2v 2v . 1 _
G(1 .U =G =G .
( * 1 —21/) v(v-u) (1 —2v * 1 —21/) v(v-u) 1 —QVV(V a)

Ezeket visszairva az egyensulyi egyenletbe
- 1 -
GAuU+G——V(V-u)+qg=0
1—2v
Végigosztva az egyenletet G-vel

L . ,
Al + vv-i)y+ -6
1—-2v

Ez az egyenlet a primal rendszer alapegyenlete, az in. Lamé-Navier egyenlet. Jél latszik, hogy
igy a probléma egy vektoregyenlettel leirhatd, melyben csak az elmozdulasmez6 3 koordinataja
ismeretlen, és ennek megfelel6en 3 skalar egyenlet allithaté elé beldle.
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Nézziik részletesen az egyenletet DDKR-ben

Auéx + AVEy + Awé +#(gé +£é’ +3é‘) (@+@+8—W)+
X Y T _2v\ox oy Yoz ?) \ox oy ' oz
ax & Qy < Qqz 5
—= —e,+—-6e:=0
+GE)(+ G y + G z
Ez alapjan a 3 skalaregyenlet tehat a kdvetkezd
1 o (ou O9v oOw Qx
A —(E+=+==)+=2=0
R D (8x 8y+6z)+ G
1 0 (ou ov ow qy
A — — + — = =0
"ti oy (ax aeraz)Jr G
1 o (ou Ov ow qz
A — —+= )+ Z2=0
i 20z (8x ayJ“az)Jr G
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata
Most is egy differencialegyenlet-rendszert kaptunk, tehat az egyértelm( megoldashoz
szilkséglnk van peremfeltételi eléirasokra. A kordbban emlitett két peremfeltételi eléiras nem
valtozott, tovabbra is a kinematikai és a dinamikai peremfeltételeket kell el8irni. A kinematikai
peremfeltétel alakja nem valtozik, az eleve az elmozdulasmezével van felirva

i = dy Fe A

Viszont a dinamikai peremfeltételi el6irasban fesziiltségek szerepelnek, igy ezt is ki kell fejezniink
az elmozdulasmezével, hogy az alapegyenletbdl eldallithatd megoldasokra alkalmazni tudjuk.

Toh-
= 1—-2v =

G0V +Voi)+ 2 (v-ﬁ)l] A=

2Gv

=G(lioV)-n+ G(Vol) A+
1-2v

(V- G)ii =

:G[f)(v-ﬁnwﬁﬁn 1 _ZV(V-'?)?’}
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

A kifejtési tételt felhnasznalva az alabbi alakban kifejezziik az el6zé egyenletben a zaréjelben

talalhaté masodik tagot
I AR S, Lo
rotd x n=(V x ) x n=u(V-n)—V(ud-n)

«

4
V(U n) = u(V-n)—rotd x i = u(V - A)+ n x rotd

Ezt visszairjuk a peremfeltételbe, igy
2 N
Y (V- u)n} =

4 {
ﬁG[E(V~ﬁ)+ﬁ(V~ﬁ)+ﬁxrotﬁ+1 5
—2v

I~

(V-u)n] =p TFeh

i 1
=2G |U(V - n)+ =N x rotd
G{u( )+2 xrou+1_2V

27/40

Ez lesz a dinamikai peremfeltétel kifejezve az elmozdulasmezével.
2020. marcius 7.
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Osszefoglalva:
Tehat a rugalmassagtani feladat a kdvetkezd alapegyenlettel és peremfeltételekkel fogalmazhaté
meg primal rendszerben:

@ Alapegyenlet (Lamé-Navier egyenlet): Ad + ﬁV(V - 4) + g =0,

@ Kinematikai peremfeltétel: 4 = ty Fe A,

—

1
@ Dinamikai peremfeltétel: 2G |U(V - i) + zA x rotd + % (V- t)ii| =p FeAp

Ez az alapegyenlet és a hozza tartozé peremfeltételek alkotjak a rugalmasséagtan els6
peremérték-feladatat. Meghatarozva az elmozdulasmez6t a kinematikai egyenletekkel
eldallithaték az alakvaltozasi tenzor elemei, melyeket beirva az anyagegyenletbe a fesziltségi
tenzor elemei is szdmithat6ak.
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Dual rendszer:

A kiindulasi egyenletek (kinematikai egyenlet, anyagegyenlet és egyensulyi egyenlet)
véltozatlanok, ahogy a peremfeltételek és az ismeretlenek is. Ebben az esetben azonban a
fesziltségeket tekintjik alapvaltozéknak és a peremérték-feladatot a fesziltségekkel, mint
ismeretlenekkel fogalmazzuk meg. Ennek a feladatnak az alapegyenletét fogjuk eldallitani a
Lamé-Navier egyenletbdl. Kordbban mar lattuk, hogy az alakvaltozasi tenzor els6 skalaris
invariansat az elmozdulasmezd segitségével ki tudjuk szamitani az alabbi alakban

A +ey+ 6u+8v+8w V-
= 15 Er = — e _— = .
| = ey 27 ox oy 0z

mely a Lamé-Navier egyenletben is megjelenik: Ad + ﬁvA. + g = 0. Szintén korabban mar
volt szé arrél, hogyan fligg 6ssze az alakvaltozasi tenzor elsé skaldris invariansa a fesziltségi

tenzor els6 skalaris invariansaval

11-2
1+11AI N A v

T =2G -
! 1-20 2G 1+v

I
igy ki tudtuk fejezni az alakvaltozasi tenzor els6 skalaris invariansat a fesz(iltségekkel. Ezt
behelyettesitjik a Lamé-Navier egyenletbe, igy kapjuk

Adi+ 1 11-2v
1—-2v2G 1+v

g _ .z
i+ =Z=4A0+———
v |+G u+26(1+u)
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Az egyenletnek ezt az alakjat megszorozzuk hatulrél is diadikusan V-val, illetve el6lrél is, igy

kapunk két egyenletet
. 1 GoV
A(UoV ——VoVhH+—=0
(bo )+ZG(1+) oVIi+=—7—=0
" 1 Vod
A(Vou ——VoVhHi+ ——=0
Vet garm oVt g =2
Osszeadva a két egyenletet
1 GoV+Vodqg
2AA+ ——V oV + —— =0
CT I A e =
Az anyagegyenlet (altalanos Hooke-térvény) alapjan
1 v
A= T—-—T1
=726 [ T+v ':}
melyet visszahelyettesitjiik az el6z6 egyenletbe
1 v 1 GoV+Vogqg
— AT — ATA VoVli+ ———=0
oL TG Rt gy oVt G 2
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Lehet latni, hogy a G-vel minden tag el van osztva, lehet vele egyszerisiteni. Az egyenlet

masodik tagjat (—H%Aﬂ 1 ) még atalakitjuk. El6szor is a Lamé-Navier egyenletet

megszorozzuk skalarisan V-val

) 1 GV
A(U-v V-V(V- —— =0
G AR e wNAAA N e
A A A
2(1—v) v-§
— 2 AA —— =0
120 Mg
Ebbe beirva a korabban mar latott dsszefliggést T; és A, kozott (A| = T|>
21 —-v) 1 1—21/A7_|+V-q:0

1-2v 2G 1+v

Megjelent mindkét tag el6tt osztoként a G, egyszerisithetiink vele, egyszersithetlink 1 — 2v-vel
és 2-vel az elsd tag elbtt is, illetve végigosztjuk az egyenletet 1 — v-vel

SN AL

0
1+v 1—v
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Ezt az egyenletet beszorozva —v-vel és atrendezve kapjuk

v AT = v
1+v 1—v

AVAN

Qi

Ennek az egyenletnek a bal oldalan pontosan az a tag jelent meg, amelyet at akartunk alakitani,
igy visszahelyettesitjik az egyenlet jobb oldalat, ezzel kapjuk

1 L }
AT+ -——VoVT+-——V-Gl+GoV+Vog=0
= 1+v 1—v = =

Ez a dual rendszer alapegyenlete, az un. Beltrami-Mitchell egyenlet. Ez egy tenzoregyenlet,
melybdl a tenzorok szimmetrigja miatt elvileg 6 fliggetlen skalaregyenletet lehetne eléallitani, de
igazolhaté, hogy valéjaban 3 fliggetlen skalaregyenlet szarmazik beléle. Mivel a fesziiltségi
tenzorban 6 fuggetlen koordinata szerepel, ezért ehhez az alapegyenlethez az egyensulyi
egyenletet is fel kell hasznalni (T - V + g = 0), mely tjabb 3 skalaris egyenlet szintén a
feszlltségekre nézve. o
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

A Beltrami-Mitchell és az egyensulyi egyenletekbdl szarmazé fesziltségeknek is természetesen
ki kell elégiteniiik a kinematikai és dinamikai peremfeltételt. Az igy eléallitott fesziltségeket
beirva az anyagegyenlet megfeleld alakjaba, eldallithatdak az alakvaltozasi tenzor elemei. A
kinematikai egyenletek alapjan az alakvaltozasi tenzor elemeibdl azonban nem mindig allithat6
eld egyértelmiien a keresett elmozdulasmezd. Az egyértelmiiséget biztositani kell, erre szolgal
az un. kompatibilitasi egyenlet, mely a kdvetkezé alaku

V><A><V:g

mas szavakkal, az alakvaltozasi tenzorbél csak akkor allithaté elé egyértelmien az
elmozdulasmezd, ha a tenzor kielégiti a kompatibilitsi egyenletet. Ez egy tenzoregyenlet,
melybdl az alakvaltozasi tenzor szimmetridja miatt 6 db skalaris egyenlet allithat6 el6. Egy
tetszbleges tenzor elemeit a tenzorb6l Ugy lehet kinyerni, ha a megfelelé egységvektorokkal
megszorozzuk eldlrdl és hatulrél is skalarisan (példaul az 11-es elemet ugy, hogy el6lrdl és
hatulrdl is éx-szel szorozzuk meg a tenzort, vagy példaul a 32-es elemet tgy, hogy elélrdl €;-vel,
hatulrél pedig é,-nal szorozzuk meg skaldrisan a tenzort). igy a kompatibilitasi egyenlet 6 db
skalaregyenletébdl kett6t részletesen megnéziink, hogy lehet elddllitani, illetve a megmaradé 4
egyenletet pedig csak felirjuk.
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

Elészor nézzik meg a féatléhoz tartozé egyenleteket. Szorozzuk meg a kompatibilitasi
egyenletet elolrdl és hatulrdl is éx-szel

€ (VXAXV) 8= (8xxV)-A-(Vx8&)=0

Elészor nézzilk a két zardjelben &llé vektorszorzast

G xVedx(le+2s+ s )—ﬁe—ﬂé

X SO X Ty T 2% ) T 5% 5%
B d
Vxex_fexxv_ieyfa—yez

Ezzel a két vektorral megszorozva az A tenzort

1 1 0
€ 57 57
[ o Lo o ] 1'yxx 2€xy JYXE 5 _ 7825}, Pyz _ e, _
oz oy y 1 y 2 1Y _Bé 622 3}/62 8}/2
E’sz §’Yzy €z ay

Atrendezve
aZEy 8252 _ 82%/2

8z2  9y?  dydz
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Ha a kompatibilitasi egyenletet elolrdl és hatulrél is €,-nal majd pedig €.-vel szorozzuk meg,

rendre a kdvetkez6 két egyenletet kapjuk

828)(
0z2

828)(
ay?

8252 .
Ox?

825}/ .
ax2

82 Yxz
0x0z

82’ny
oxoy

Most nézziik a mellékatiéhoz tartozé egyenleteket. Szorozzuk meg a kompatibilitasi egyenletet

elolrdl éx-szel, hatulrél pedig €y-nal

€ (VXxAXV) -8 =(8xxV)-A-(Vx8&)=0

0

~ 0 . o 0 .
VXe}/: (ie)(-‘riey-f—fez

ox oy

Rugalmassagtan

0z
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0

" 0 .
Xey:iez—fex

0z

-
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata
igy

Ex %’ny %’sz f%
0o -2 2 ] 1 e 1 0 | =
[ 8z oy {ny . y 3Vyz s
§’72x §"{zy €z Dx
_ 1Py 1Py 18Pz | Pezr
T2 922 209ydz 20xdz  Oxdy

Atrendezziik az egyenletet

26282 o 2 (87)(2 8’sz _ 8’7xy)
axdy 9z \ oy ox oz

Ugyanez az egyenlet allithato eld, ha a kompatibilitasi egyenletet eldlrdl szorozzuk meg &,-nal és
hatulrél 8x-szel. igy még tovabbi két egyenlet allithaté els, melyek

2825)( 7 ﬁ (8’sz 8’7)(}/ _ a’sz)
dydz  9x \ 8y 0z ax

282€y _ g (8’)/)(}/ 8’sz _ a’sz)
oxdz 9y \ 0z Ix oy

Ezek az egyenletek pedig azt mutatjak, hogy valéjaban az alakvaltozasi koordinatak nem
figgetlenek egymastol.
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2.4.1. Példa: Igazolja, hogy az alabbi elmozdulasmezd kielégiti a Lamé-Navier egyenletet, ha
G=—vé;!

u= —l’%xz;.v =-Zyzw :”% [ - L2+ v(x2 + y?)]

A Lamé-Navier egyenlet invarians alakja

—

Al + =0

V(V-4)+

ol

1-2v

Mivel az elmozdulasmezd a DDKR koordinataitél fligg, igy a DDKR-ben érvényes 3 skalar
egyenletet kell felirni

1 o (ou ov oOw Qx
A O (ou oV oWy L
u+1—21/8x(8x+6y 82) G

1 0 (Ou Ov Ow qy
A o= -0
V+1—2V8y(8x ay 62)+G

1 o (ou Ov ow qz
A g (o vV WY %
W+172u62(ax+ay+82) G

Mivel mindharom egyenletben sziikség lesz az A, elsd skalaris invariansra, ezt meghatarozzuk
kilén

. Ou ov ow vy vy v

A=V -li=_—+— = =

! ox oy ez E ETE
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2.4. A lineéris rugalmassagtan peremértek feladata

amire még szikségink lesz, a Au, Av és Aw, ezek

82u  b%u  H2u
AU=—+4+—+—=04+04+0=0
ox? + oy? + 0z2 +o+

82v  82v 9%y
Av=2t + = + 22 =040+0=0
v 8x2+6y2+822 to+
Pw  Pw  Pw l/'y
Aw=_—F+ o+ o =—+-+-=-(1+2
"=t ar a2 T E +E g g1+

Helyettesitsiik ezeket az eredményeket vissza a 3 skalaris egyenletbe

19
o+1_zya[%(172y)z]+%=o
0
1 9 0
0+ 5 8y[ (1_21/)2] =0
0
Tty 4 —— Aoy LA tov41-2-20)=0;, G=—E
E 1-2v E G E 2(1 +v)
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2.4.2. Példa: Igazolja, hogy az alabbi alakvaltozasi tenzor kompatibilis!
—vly 0 0
(4] =| o —ury o0
(x.y.2) 0 0 ry

A tenzorbdl ki tudjuk nyerni az alakvaltozasi koordinatakat, melyek a kovetkezodk:

ex =ey = —vly,;ez =Ty, vxy = 7xz = vyz = 0. Ezeket a koordinatakat kell behelyettesiteni a 6
db skalaris kompatibilitasi egyenletbe:

828}/ 8252 7 82’7}/2
9z2 ' 9y?  9ydz

= 0+40=0

H2ex 82e, _ 82'yxz
822 ' ax2 ~ 0xdz

828)( 828}/ 82’7)(}/

= 0+0=0

= 0+0=0
ay? ox2 Oxoy +
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2.4.2. Példa folytatasa:

= 0=0+0-0

ay ox 0z

e, 0 (B'sz Ovyz B’ny)

oxoy 0z

2 825)( _ E 8'7)(2 a’)’xy _ a’”/yz
©o9x

Z =X = 0=0+0-0
oyoz ay 0z Ix +

825 0 87X 87 z a’sz
2= L - = Y ¥z _ ) = 0=040-0
ox0z oy ( 0z + ox oy +

Mind a hat kompatibilitdsi egyenlet teljesdlt, tehat az alakvaltozasi tenzorbdl egyértelmien
eléallithaté az elmozdulasmezd.
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