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2.5. Osszefoglalas

A rugalmassagtani feladat ismeretlenjei, egyenletei és peremfeltételei:
Ismeretlenek:

@ Elmozduldasmezd: u; koordinatai: u, v, w.
@ Alakvaltozasmez6: A; koordinatai: ex, ey, €z, Yxys Vxz: Vyz

@ Fesziiltségmezd: T; koordinatai: ox, oy, 0z, Txy, Txz, Tyz-

Ez &sszesen 15 db ismeretlen.
Egyenletek:

@ Geometriai (kinematikai) egyenlet: A = % (o V+ Vo ii) (6 dbegyenlet).
@ Anyagegyenlet: T = 2G <A+ = Al ) (6 db egyenlet).
@ Egyensulyi egyenlet: T -V + g= 0 (3 db egyenlet).

Peremfeltételek:
@ Kinematikai peremfeltétel: 4 ﬁo Fe A
@ Dinamikai peremfeltétel: T-i=p Fe Ap.
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2.5. Osszefoglalas

A rugalmassagtan elso peremérték-feladata:

@ Alapismeretlen az elmozdulas mezé: 4.
@ Alapegyenlet a Lamé-Navier egyenlet:
Al + = V(V- )+ 9 =0
@ Peremfeltételek:
o Kinematikai peremfeltétel: U = ty, F< A,.
o Dinamikai peremfeltétel:

1
2G [U(V - A)+ snxrotd+ % (V-U)i| =p  Fe A,
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2.5. Osszefoglalas

A rugalmassagtan masodik peremérték-feladata:

@ Alapismeretlen a fesziltsegmez06: T.

@ Alapegyenlet a Beltrami-Mitchell egyenlet és az egyensulyi
egyenlet.

@ Peremfeltételek:

o Kinematikai peremfeltétel és
e Dinamikai peremfeltétel a feszliltségmezével kifejezve.
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3. Prizmatikus rudak Saint-Venant-féle
csavarasa
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3.1. Bevezetés, alapfogalmak

Prizmatikus rudak csavarasat vizsgaljuk, vagyis egyenes kézépvonald, allandé keresztmetszetl
rudak csavarasaval fogunk foglalkozni. A Szilardsadgtanban mar lattuk, hogy hogyan irhaté le kdr
és korgylirl keresztmetszetli rudak csavarasi feladata. Azonban a mérnoki gyakorlatban nem
csak ilyen keresztmetszet(l rudak lehetnek csavard igénybevételnek kitéve. Most megvizsgaljuk,
milyen elméleti és gyakorlati hattere van tetszbleges keresztmetszet(i rudak csavarasanak.

Csavard igénybevételrdl akkor beszéliink, ha a prizmatikus rud tengelye (kdzépvonala) koérdl
miikodd csavaronyomaték hatdsara a rud keresztmetszetei elfordulnak a rad tengelye kordl.
Kétféle csavarast kildnbdztetiink meg:

@ Szabad csavaras vagy egyszer(i csavaras (Saint-Venant-féle csavaras)
@ Gatolt csavaras
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3.1. Bevezetés, alapfogalmak

Szabad csavarasrdl akkor beszéliink, ha a csavar6 igénybevétel hatdsara a keresztmetszetben
csak nyirofesziiltség ébred. A szabad csavaras jellemzi:

@ A keresztmetszet alkotdi egyenesek i \
maradnak (a rud fajlagos szégelfordulasa e \
allandé a rid hossza mentén), az alkoték ’H‘ 'H'
nem révidilnek és nem nyulnak a terhelés
hatasara (nem ébred normal fesziltség),

@ A rud igénybevétele allando - >< =
csavaréonyomaték a rid teljes hossza mentén,

@ A keresztmetszetek merev lapként T e waiog

fordulnak el, tehat x és y iranyban nem torzul

a keresztmetszet, de a keresztmetszet pontjai a

rud tengelyének (z) irdnyaba elmozdulhatnak (ezt nevezzik dblésddésnek), tehat a
keresztmetszet szabadon &blésddhet.
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3.1. Bevezetés, alapfogalmak

Gatolt csavarasrol akkor beszéliink, ha a csavarényomaték hatasara a rud fajlagos
szogelfordulasa nem allando, vagyis a rud alkot6i nem maradnak egyenesek, normalfesziiltség
is keletkezik a keresztmetszetben.

No warping
displacements

(b} Torsion with restrained warping

A tovabbiakban csak a szabad csavarasroél lesz szé.
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

Ahogy mar korabban is lattuk, szabad csavarés esetén a rad alkotdi egyenesek maradnak, ez
pedig ugy lehetséges, hogy a rid fajlagos szégelfordulasa (két egymastdl egységnyi tavolsagra
esb keresztmetszet egymashoz viszonyitott szdgelfordulasa) allandé (¥ =allando).

Igy egy tetszbleges z

koordinataju keresztmetszet szégelforduldsa
0 =9z

A fajlagos szdgelfordulas
kizarélag a csavaronyomatéktol fligg

¥ =9 (Me)
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

Vizsgaljuk meg az el6z6

abran is vazolt, altalanos keresztmetszeti
rud egyik tetszdleges keresztmetszetét, Y
melyet az alabbi abra szemléltet. Az x és y M'/
iranyl elmozdulés kizarélag a keresztmetszet /

© szodgelfordulasanak a kdvetkezmeénye,

igy az xy sikbeli elmozdulasvektor

a kdvetkezd formaban irhaté fel W

U =19z6; x (x€x + yéy) =

= —Jyz€x + VUxz€y

Tehat egy tetszbleges pont x és y iranyd elmozduldsa mar ismert. A keresztmetszet 6blés6dése

miatt a P pontnak van z irany elmozduldsa, melyet az dblésddési fliggvénnyel [w(x, y)] tudunk
jellemezni. Tehat

u=—9yz vV =19xz w = Jw(X,y)

Ezenkivil tovabbi feltétel, hogy a rad sulyat elhanyagoljuk, és felllleti terhelés sem hat a radra,
nem foglalkozunk vele, hogy a csavarényomaték hogyan jon létre, tehat p = ¢ = 0.
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

Felhasznaljuk a skalaris kinematikai egyenleteket, hogy az elmozdulasmez6 alapjan eldallitsuk
az alakvaltozasi koordinatakat

ou ov ow
exzazo, Sy:a—y:O, 82252
«,Xy,g—;l-}-?——ﬂz—i—ﬂz:o
Vyz gv-l-g—vyvfﬂ +ﬁg—;_ﬂ(g—;+x)

Ezek utan az anyagtérvény alapjan a fesziltségeket is meg tudjuk hatarozni
ex=¢ey=¢cz=y =0 = ox =0y =0z=Txy =0

7] 7]
Txz = Gyxz = GY (8—(’; —y) Tyz = Gyyz = GY (i +X)

Vegyik észre, hogy a nem zérus alakvaltozasi koordinatakra, ebbdl kovetkezéen pedig a nem
zérus feszliltségekre is igaz, hogy nem fliggnek z-t8l [txz = 7xz(X, ¥), Tyz = Tyz(X, ¥)]-
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott fesziiltségek kielégitik-e a skalaris egyensulyi
egyenleteket, illetve milyen differencialegyenletet kell az 6blosddési fliggvénynek kielégitenie

aO’X 8Txy 8’7’)(2 87')(2
=0+0 =0
ox ay + 0z TOF 0z
N——
0
Otyx  Ooy = OTyz OTyz
— =040 =0
ox + oy + 0z ToF 0z
N——

Tehat az elsd két skalaris egyenlet automatikusan teljesil, a harmadik pedig

2 2
T G e (G ) =0
Vagyis ) ,
%+%‘§:Aw:0 (x,y) €A

2020. mércius 28. 12/35



3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

Mivel csak nyiréfesziltség ébredhet a keresztmetszetben, ezért a fesziltségi tenzor a kdvetkezd

alakba irhaté
0 0 Txz
7= 0o o =

Tzx  Tzy O
igy a dinamikai peremfeltételt felirva

=0

T-A
(3 8 5[5 )

TzxNx + Tzy Ny
Az eredmények alapjan tehat

TzxNx + TzyNy =0 (x,y)ec

Ebbe az egyenletbe behelyettesitve a nyiréfesziltségeket

Ow Ow
62 |(55 = 7) e+ (55 +%) ] =0
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

A csavarényomaték szamitasa
M = / (XTyz — y7xz) dA = M, TyzA v
A / Qz
Ow ow >
Go — R = 0 T
A/{X(ay”) (5 —2)]os \%

= /(— ——y—f—x +y>dA:Gl9lc
A

le

Ittaz Ic
a keresztmetszet Un. csavarasi merevsége.
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1.

Példa: Adott az alabbi abran lathaté tomor
ellipszis keresztmetszetll rid. Tételezzik
fel, hogy ennek a keresztmetszetnek M e
az 6blosddése felirhatd egy ¢ i
w = Cxy alaku flggvénnyel. Hatarozzuk meg c
a C értékét, a keresztmetszetben ébredd b A s
Txz €8 Tyz nyiréfesziltség fliggvényeket és k
a keresztmetszet Ic csavarasi merevségét! O

3. T
2.

=Y

Az 6blosédési fliggvény C egyutthatéjanak b
meghatarozasahoz a dinamikai peremfeltételt
fogjuk alkalmazni, amihez sziikségink lesz a
az ni normalvektorra. Ennek elballitasahoz
irjuk fel az érintd egységvektort

- d 2 ~ ~
t=—ex+ —ey = tds = dxex + dyey
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1. Példa folytatasa: A normalvektor eléallitdsahoz irjuk fel az ellipszis egyenletét
X2 2
2 P
Képezzik ennek x szerinti elsd derivaltjat az implicit fliggvények derivalasi szabalyanak
megfeleléen

=1

a2 ' P @ pPdx
Elosztva az egyenletet 2-vel, valamint formalisan beszorozva dx-szel kapjuk az egyenlet
differencialjat

2x 2y’ 2x  2ydy _

0

Yy
b2
Ez az egyenlet pedig felfoghat6 ugy is, mint két vektor skalaris szorzata. Az egyik vektor x
koordinataja dx, y koordinataja pedig dy. Ezt lattuk az elébb, ez éppen a fds vektor két
koordinataja. Két vektor skalaris szorzata akkor 0, ha a két vektor merdleges egymasra, vagyis a
masik két koordinata egy a f-re merdleges altalanos vektor lesz, tehat a hossza nagy
valosziniiséggel nem lesz egységnyi. Jeldljik ezt a vektort N-nel, hosszat pedig A-val, igy

X
;dx—&- dy=0

- X
N:An:—zex+
a

b2
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1. Példa folytatasa: Ez alapjan a normalvektor

L 1/ x . y -
=3\ r®

Ismerve a normalvektort, fel tudjuk irni a csavarasra érvényes dinamikai peremfeltételt (az
Oblésddési fliggvény keresett alakja: w = Cxy)

TxzNx + Tyzny =0 (x,y)ec

Ow Ow Gy X Yyl _
Gﬁ[(afy)nx+(a—y+x)ny}_T{(Cf1)y¥+(0+1)x?}_0
x {£,L+£+L]_0 = c(l+l)—1 !
V@ 2 e e a2 ) a2 b2
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1. Példa folytatasa: K&z0s nevezére hozva a zarojeles kifejezéseket, majd atrendezve az
egyenletet kapjuk

AP _BP-F T
22 g2p2 _az+b2

Tehat az 6blosddési fliggvény ellipszis keresztmetszetre:

b2 _ a2
W)= 5 T
irjuk fel a kovetkezd 6sszefiiggéseket
2 2
coq_ P-F #iP 2

T @12 @b @+b?

coq_bP-@ @y o

—+ =
a+b2  a2+b2 a2+ b2

igy egyszeriibb lesz felirni a nyiréfesziiltségeket.
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1. Példa folytatasa: A nyiréfesziltségek az 6bldsodési fliggvénnyel

ow 222
Txz = GY (5 — y) = G19(C — 1)y = *Gﬁmy
Ow 262
Tyz = GU (éTy +x) =G¥C+1)x= Gﬁmx
A csavarasi merevség szamitasa
_ ow _ 2 2 2 2
lo = /(67 f—y+x +y)dA_/<Cx — Oy +x +y)dA
A A
2b?
= Nx=—(C—1)y dA dA =
e (E
A A

[( ) (5)]os
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa

3.2.1. Példa folytatasa: Tehat latszik, hogy Iényegében az ellipszis egyenletét kell integralni a
keresztmetszeten. Ahhoz, hogy az ellipszis keresztmetszeti tartomanyan tudjunk integralni
egyszeriien, a kovetkezd helyettesitéssel fogunk élni

X = \acost; y = Absint
Ha a X értéke 0 és 1 kozott valtozik, a t szog értéke pedig 0 és 27 kdzott, akkor latszik, hogy a
teljes ellipszis keresztmetszetet lefedjik, és csak azt. Ha masik koordinatakra tériink at
integralaskor, akkor a kdvetkezé transzformaciét is el kell végezniink

dA = dxdy = JdAdt

ahol J az un. Jacobi-determinans, melyet a kdvetkezéképp tudunk meghatarozni

J_|on| _| & % _| acost  bsint |_
O\ 1) % (,7}1’ —\asint \bcost

= Aabcos? t + Aabsin? t = \ab (cos2 t + sin® t) = \ab = dA = \abd\dt

— ————
1
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3.2. Saint-Venant-féle csavaras 6blésédési fliggvényre
épitett megoldasa
3.2.1. Példa folytatasa: Végezziik el az integralast ez alapjan

27

1 27
2 f 2
//[(Aa:’sr) +(Abzmt) ]Aabd)\dt_ab/ /,\3 (cos2t+sin2t) drdt =
A=0 t=0 A=0t=0 ST—V—""

2 )\4 1 b 2w b b
:ab/ p dt:i/dt:a—[ﬂgﬂ':ﬂ
4 0 4 4 2

t=0 t=0

igy tehat
28%b° abn  wabd
= _

@+b2 2 224 b?

Ezzel pedig a csavaronyomaték

ra*b?
a2 + b?

M = GOl = GY
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

Témor keresztmetszetet

fogunk vizsgalni a tovabbiakban.

Az eléz0 fejezetben mar lattuk, hogy

a Saint-Venant-féle csavarasnak kitett rad
esetén a kovetkezd egyensulyi egyenletnek
és dinamikai peremfeltételnek kell teljestlnie

OTxz = OTyz
=0 A
ox oy (x,y) €

TxzNx + TyznNy = 0 (x,y)ec

A korébbiak alapjan szintén fennall, hogy

Rugalmassagtan Ill. eléadas
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

Vezessik be az un. Prandtl-féle feszliltségfliggvényt. Ezt a fliggvényt U-val jel6ljik, melynek
segitségével a nyiréfesziiltségeket a kdvetkezd alakban irjuk fel

ou ou
Txz = Gﬂ@, ’Tyz = —G’ﬁa

Ezzel a felirassal az egyensulyi egyenlet identikusan teljesil

OTxz = OTyz 82U 82U
=GY - GY =0 , A
ox + 12)% oxoy oyox (xy) €

Helyettesitsiink be a dinamikai peremfeltételbe

—aot-vu=avY —o

ou ou oUdx oUdy
=G |——+ ——
ny} [8){ ds+ oy ds os

n, ny=GY |—nx— —
TxzNx + TyzNy [8}/ X~ ox
Mivel a G és a ¢ értéke sem zérus, ezért U iranymenti derivaltja tlinik el a ¢ peremgoérbén, ebbdl
koévetkezik, hogy

U=adlland6 = Cy =0 (x,y)ec
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

Hasznaljuk fel az el6z6 fejezetben felirt nyiréfesziltségeket, melyek az 6blésddési fliggvényt is

tartalmazzak o oU
(’%
=@9 | — — =GY—
Tz ( ox y)

oy
Ow ou
Tyz = GY ((97}/ +X) = *G’l?a

Ez alapjan a kapcsolat az 6blés6dési fuggvény és a Prandtl-féle feszlltségfliiggvény kézott a
kovetkezd egyenletrendszerre vezet

ow _,_0U
ox y_ay
Ow ou
_— X = —
oy ox

Derivéljuk az els6 egyenletet y szerint, a masodikat pedig x szerint, majd adjuk 6ssze a két
egyenletet

oxoy
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

Tehat dsszefoglalva tdmor keresztmetszet csavarasakor a Prandtl-féle fesziltségfiggvénynek
két feltételi egyenletet kell kielégitenie

AU=-2 (x,y)€A

U=»~0 (x,y) €ec

Ez alapjan a Prandtl-féle feszlltségfliggvényt ugy épitjik fel, hogy egy ismeretlen konstanssal
megszorozzuk a keresztmetszet peremgorbéjének (peremgorbéinek) egyenletét (egyenleteit). A
peremgdrbék egyenlete miatt a masodik feltétel identikusan teljesil, igy az elsd feltételbdl a
konstans értéke meghatarozhaté. Hatarozzuk meg a csavaronyomatékot. Az el6z6 fejezetben

mar lattuk, hogy altalanosan a nyirofesziltségek ismeretében a csavaronyomaték az alabbi
alakban szamithat6

ou ou S
M = /(X’Tyz — Y7xz)dA = 619/ <fx§ fy@) dA= fGﬁ/r-VUdA
A A A

Felhasznalva, hogy
V- (FU)=(V-HU+F-(VU)

Rugalmassagtan Ill. eléadas 2020. marcius 28. 25/35



3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

kapjuk a csavarényomatékra, hogy
Me = —Gﬁ/(FU) VdA+ Gﬁ/(v . F)UdA
A A
Az els6 tag a Stokes-tétel alapjan
/(FU).VdA:}[FU-ﬁds:o
A c

mert az egyik feltétel az U-ra, hogy a c peremgdrbén zérus értékli. A masodik tagban pedig

o a - o . ~ " ox Oy
V-Fr=|_—éex+ —ey, |- (xe e)=—+—-—=2
(8x X+8y y) ( X+yy) ox 9y

Vagyis a csavarényomaték felhasznalva az el6z6 fejezetben felirt 6sszefliggést is

Mc:Gz?lc:Gq?/ZUdA = IC:Z/UdA
A A
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.1. Példa: Tekintsik ismét az el6z6
fejezetben is latott ellipszis keresztmetszetl =
rudat. Hatarozzuk meg a radhoz /‘N
tartoz6 U Prandtl-féle fesziltségfliggvényt, M Ay

a Txz és 7yz nyirofesziiltségeket és =~ 1 mn

a keresztmetszet I csavarasi merevségét!

Ha meg kell b A ks
hatarozni a Prandtl-féle fesziltségfliggvényt,

akkor a tdmor keresztmetszethez tartozé o
két feltételi egyenlettel kezdlnk. El6szor is b

U=»o0 (x,y) ec a

Ezt a legkdnnyebb tgy elérni, hogy felirjuk a
keresztmetszet peremgoérbéjének, vagyis az
ellipszis egyenletét, melyet aztan 0-ra rendeziink

2

n

y
A 1= Y 9
te=h 7 @2 b2

| %
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.1. Példa folytatasa: Ez az egyenlet a peremen teljesiti, hogy zérus értéki. igy a
feszlltségfiiggvényt ugy allitjuk eld, hogy egy ismeretlen konstanssal megszorozzuk az

egyenletet, tehat
X2 2
U=K (1 P~

Az ismeretlen K értékét pedig a masik feltételi egyenletbdl hatarozzuk meg
AU = -2 (x,y)eA

2 2 2 2 2
PULTY k(-2-E) -t
ox2  oy? a2 b a2b?
_2»
a4 p?
Tehat a feszlltségfliggvény ellipszis keresztmetszetre

2p2 ] X2 2
Tatpr\ 2 P
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.1. Példa folytatasa: igy a nyiréfesziiltségek

2 2
sz—Gﬂ% G a2 (Zy): 2GYa

oy a2 + b? b2 @+ b2
au a2b? 2x 2GOb?
Tyz = — Gﬁf 7G’l9m (7;) = a2_i_bzX

Tehat mindkét fesziiltség linearis fliggvénye mind az x-nek, mind az y-nak. igy mar csak a
csavarési merevség maradt, mely a korabbiak alapjan a feszlltségfuiggvénnyel

a2 b? X2y
le=2 [ UdA= 2 1-— dA
¢ / + b2 / ( 2 b2>
Hogy az integralast kdnnyebben el tudjuk végezni, illetve az integralasi tartomanyt egyszerien
tudjuk kezelni, a kdvetkezd helyettesitéssel éliink
X = A\acost, y = Absint
Mivel attértiink masik valtozékra, ezért fel kell még irnunk a J Jacobi determinanst

dA = dxdy = JdXdY
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.1. Példa folytatasa: Mivel az el6z6 példaban ugyanezt az ellipszis keresztmetszetet
vizsgaltuk, igy ugyanezzel a helyettesitéssel éltiink, a Jacobi-determinans értéke ennek
megfeleléen ugyanaz lesz

_loey)| | & 2| | acost  bsint |_ 5. o
J_‘a()\,t) & % | —Xasint Abcost _)\ab<cos t+sin t)

dA = dxdy = AabdAdt

abd
a2 + b2
A

> Aabdadt = 2 (A - ,\2) dxdt

a2b? | A2 cos®t  A2bP sin® t
a2 b2
A

Az integralas tartomanya pedig ismét Ggy fedi le az ellipszist, hogy 0 < A < 1és0 <t < 2m.
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.1. Példa folytatasa: Tehat a csavarasi merevség a kovetkez6

.
a’b
=2 A= 2%)dadt =
T a2+b2//(
A=01t=0

27

asb3 [ }
[ [5-5] -
a2+ 2

t=0

ab? b3
T 22+ b2)/ 2(2 b2)” Y

Az igy kapott csavarasi merevség pedig épp ugyanaz az érték, mint amit az 6blosddési
figgvénnyel felirt megoldasbdl is kaptunk.
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.2. Példa:

Adott az alabbi abran lathaté haromszog keresztmetszetii M,
rud. Hatarozzuk meg a keresztmetszetre érvényes Prandtl-féle

fesziltségfliggvényt, rajzoljuk meg a 7y, fesziltségeloszlast Yoo
az x tengely mentén és hatarozzuk meg ennek maximumat! o3
Ahhoz, hogy a Prandtl-féle

fesziltsegfliggvényt meg tudjuk hatarozni, ismét irjuk

fel a tomor keresztmetszetre érvényes két feltételi egyenletiinket.

QR
sY

AU = -2 (x,y)eA

Co2
Uu=o0 (x,y)eC

A masodik egyenletbdl indulunk ki jsmét. Ezt a feltételt a

peremgdrbékkel tudjuk teljesiteni. Irjuk fel ezeket

Coi: y—kx=0, k =tana
Coo: Y+hkx=0
Ci3: x—h=0
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.2. Példa folytatasa: Ezek segitségével az el6z6 feladatban is latott médszerrel itt is fel lehet
irni a feszlltségfiiggvényt

U=Cly —kx)(y + kx)(x—h)y=C (y2 + kxy — kxy — k2x2) (x—h)=
=C (xy2 — K?x® — hy? + hk2x2)
Az ismeretlen C konstans értéke a mésik feltételi egyenletbdl nyerhetd

R2U 82U ) )
_W+8—J/2_c(—6k X + 2hk +2x—2h) -2

cl(2-6k)x+2n(k2-1)] = -2

Mivel az egyenlet jobb oldalan konstans all, a bal oldalon is annak kell allnia, ezért az x-tél figgd
tagnak el kell tlinnie, vagyis az elétte allo zarojeles kifejezésnek 0-nak kell lennie, tehat

AU

2 A
2-6k>=0 = k:\/j:—:tana = a = 30°
6 V3
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel

3.3.2. Példa folytatasa: Tehat a fesziltségfliggvénnyel trténd megoldas determinalja, hogy a
haromszdg csak egyenld oldald lehet. Igy a C konstans tehat

2hC(k2—1)_2hC(——1>:—ghC:—z -~ c=3

igy a fesziiltségfuggvény

3 2,3 2,2 3 _1 _
U= 2h(y—kx—hy—|—hk ) 2h xy? x3 hy+3hx

igy fel tudjuk irni a nyiréfesziiltségeket

ra(y) = GO = GiZ(2xy — 2hy) = 22 (x~ )y

ou 3 2
Tyz(X,y) = —Gﬁa— = _Gﬁﬁ (y2 —x? 4 5hx)
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3.3. Saint-Venant-féle csavaras Prandtl-féle
feszlltségfiiggvénnyel
3.3.2. Példa folytatasa: Most &brazoljuk a 7, feszliltség

eloszlasat az x tengely mentén. Az x tengely y koordinataja
0, vagyis a kordbban felirt 7z (x, y) fuggvényt felhasznéalva

i
3 2 3GY 2
Tyz(x,0) = —Gﬁﬁ (—x2 + ghx) =>p X (x - 5h)
Vagyis igy egy x-ben masodfoku fliggvényt kaptunk eredményiil. [

A megrajzolast nagyban segiti a zérushelyek megkeresése,
ezért alakitottuk at a 7y, kifejezést szorzatta. A szorzat egyik
tagja akkor tlinik el, ha x = 0, a masik tag pedig a zaréjelben
allo kifejezés, mely x = %h esetén lesz épp 0. Ezek alapjan
az aldbbi dbra szemlélteti a masodfoku fliggvényt. A fliiggvénybdl h
lehet latni, hogy x = h esetén lesz a fesziiltség maximalis.
Ezt a koordinatat helyettesitsiik be a feszliltség kifejezésébe

3GY 2 Goh
T = 12(h,0) = o oh (h - 5/1) =
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