UTEMTERV

Algoritmusok és vizsgalatuk (GEMAK121M, GEMAK234-B)
és
Szamitaselmélet (GEMAK234B)
c. targyakhoz

Mérndk informatikus (mesterszak) és Programtervezo informatikus (alapszak)
hallgatok szamara

Oraszam: heti 3+1, (alairas+kollokvium, 5 kredit)
2019/20-as tanév 1. félév.

1-2. hét: Szamitasi modellek. A Turing gép fogalma, mitkddése.

3. hét: A RAM-gép. Boole-fliggvények ¢€s logikai halozatok.

4. hét: Algoritmikus eldonthetéség. Szimulacié fogalma, szimulacids tételek.
Godel-tétel, Church-tézis. Rekurziv és rekurzivan felsorolhatéd nyelvek,
rekurziv illetve parcidlisan rekurziv fliggvények. Nevezetes nyelvek (Az
R, Re, coR, coRE nyelvosztalyok és ezek kapcsolata) és bonyolultsaguk.

5. hét: Néhany algoritmikusan eldonthetetlen probléma. Id6 és tarkapacitdsos-
univerzalis Turing-gépek fogalma. Ido-tar tétel. A Turing gép iddigénye.
A Turing kiszamithatdsag, Church-Turing tézis. Polinomidlis ideji
algoritmusok

6. hét: 1. zarthelyi dolgozat megirasa.

7. hét: Nemdeterminisztikus algoritmusok, nemdeterminisztikus Turing gépek,
Az NP ¢és a coNP nyelvosztaly.

8. hét: Pé¢ldak NP-beli nyelvekre. A tanu-tétel.

9. hét: Nemdeterminisztikus algoritmusok bonyolultsaga.

10. hét: NP-teljesség, Cook-tétel. Néhany NP-teljes probléma, Karp redukcio,
Cook-Levin tétel.

11. hét: Kozelitd és randomizalt algoritmusok. Primtesztelés.

12. hét: 2. zdrthelyi dolgozat megirasa.

13. hét: Informacios bonyolultsdg. A Kolmogorov bonyolultsag és alkalmazésai.
Az entropia.

14. hét: A bonyolultsag alkalmazasai. A kriptografia alapfogalmai, az RSA-kod.
Péarhuzamos algoritmusok. Parhuzamos bonyolultsdgelmélet.

A targy lezarasanak modja: aldirés, kollokvium

Az alairas feltétele:

o Az elbadasok felkésziilt, rendszeres latogatésa.

o A félév soran a két zarthelyi dolgozat (6. €s 12. héten) legaldbb elégséges
szintll megirasa. A zarthelyi dolgozatok megirasa mindenki szamara kotelezo.



A zarthelyi dolgozatok elméleti kérdéseket (tételek, definiciok) illetve
szamolasi feladatokat tartalmazhatnak.

« Ha valamelyik zarthelyi dolgozat nem sikeres, akkor azt az utols6 héten lehet
potolni a megfeleld tananyagrészekb6l. Ha ez sem sikeres, akkor a
késobbiekben az egész féléves anyagbdl kell potolni.

A vizsga irasbeli. A félévkozi zarthelyi dolgozatok eredménye beleszdmit a
vizsgajegybe.
Meg nem engedett eszkdzok hasznalata esetén a vizsga elégtelen és tovabbi vizsga

abban a vizsgaidészakban csak szoban, bizottsag el6tt, a tanszék altal megadott
idopontban lehetséges.

Miskolc, 2019. szeptember 7.

(Dr. Hazy Attila)
a targy jegyzoje



3. Feladat Készitsen Turing gépet, amely az x5 ... x, bemenet esetén elballitja az
TnTlpnlp—-1Tp—1...L2T2T1T1

kimenetet (6pont)



Miskolci Egyetem Név:

Alkalmazott Matematikai Tanszék Neptun-kod:.............. ... ...

Zarthelyi dolgozat ALGORITMUSOK ES VIZSGALATUK c. tantdrgybol
Mérnok informatikus mesterszak, programtervezo informatikus, gazdasaginformatika alapszakos
hallgaték szamara

1. Feladat Definidlja a kovetkezd fogalmakat: (1-1 pont)

(a) Novekvé rendezés:

(b) A Turing-gép:

(c¢) Rekurziv fiiggvény:

(d) Rekurzive felsorolhaté nyelv:

(e) Turing-gép id6igénye:

(f) jol szamolhaté fiiggvény:



2. Feladat Fogalmazza meg a kovetkez6 tételeket: (1-1 pont)

(a) Church-tézis:

(b) Rice Tétele:

(c) Godel nem-teljességi tétele:

(d) Soroljon fel 3 polinomidlis idej{i aritmetikai algoritmust:

(e) Id&-hierarchia tétel:

(f) Gyorsitési tétel:



Miskolci Egyetem Miskolc, ...ovveieeiiiiiiiinnn.
Alkalmazott Matematikai Tanszék Név: o

Neptun-kod: ....................

Zéarthelyi dolgozat ALGORITMUSOK ES VIZSGALATUK (GEMAKI121M) c. tantargybdl

1. Feladat Definidlja a kovetkezé fogalmakat: (1-1 pont)

(a) Nemdeterminisztikus Turing-gép:

(b) Legélis szamoléas:

(c) NP-teljesség:

(d) Fermat feltétel:

(e) gyengén eldontés (Monte-Carlo):

(f) Informatikusan véletlen sorozat:



2. Feladat Fogalmazza meg a kovetkez6 tételeket: (1-1 pont)

(a) Savitch-tétel:

(b) Cook-tétel:

(c¢) Kuratowski-tétel:

(d) Adjon 3 példat NP-teljes problémara:

(e) Schwartz-lemmaéja:

(f) kis Fermat-tétel:



Miskolci Egyetem Néve. o

Alkalmazott Matematikai Tanszék Neptun-kod:.............. ... ...

Zarthelyi dolgozat ALGORITMUSOK ES VIZSGALATUK c. tantdrgybol

Mérnok informatikus mesterszak, programtervezo informatikus, gazdasaginformatika alapszakos

hallgaték szamara

1. Feladat Definidlja a kovetkezd fogalmakat: (1-1 pont)

(a)

Novekvo rendezés:
A novekvé rendezésben minden révidebb szé megel6z minden hosszabb szét, az azonos hosszi-
sagu szavak pedig lexikografikusan vannak rendezve.

A Turing-gép:
T=A{k X, T, a B,~}, ahol k > 1 egy természetes szam, 3 és I véges halmazok, x € &
{START, STOP} €T, és

al'xXF 5T
BIx¥F =%
v I x ¥k = {-1,0,1}

tetszéleges leképezések. (o adja meg az 4j allapotot, 8 a szalagokra irt jeleket, v azt, hogy
mennyit 1ép a fej).

Rekurziv fiiggvény:

Egy f: ¥ — Xg fliggvényt kiszamithatonak vagy rekurzivnak neveziink, ha van olyan T Turing-
2ép (tetszbleges k szadmu szalaggal), mely barmely x € ¥y bemenettel (vagyis els6 szalagjara az
x sz0t, a tObbire az iires szét irva), véges idé utdn megéll, és az utolsé szalagjara az f(x) szé
lesz irva.

Rekurzive felsorolhaté nyelv:
Az L nyelvet rekurzive folsorolhaténak nevezziik, ha vagy £ = ), vagy van olyan kiszdmithatd
f X0 — X fiiggvény melynek értékkészlete L.

Turing-gép idodigénye:
A T Turing-gép id6igénye az a timer(n) fliggvény, amely a gép 1épésszamanak maximumat adja
meg n hosszisagli bemenet esetén.

(f) jol szamolhaté fiiggvény:

Az f: 2% — Z7 figgvényt jol szdamolhaténak nevezziik, ha van olyan Turing-gép, mely f(n)-et
az n bemeneten O(f(n)) id6 alatt kiszdmitja.



2. Feladat Fogalmazza meg a kovetkez6 tételeket: (1-1 pont)

(a)

(b)

Church-tézis:
Minden "szamitas” az altala megadott rendszerben formalizalhaté.

Rice Tétele:
Barmely nem-trivialis nyelv-tulajdonsagra algoritmikusan eldonthetetlen, hogy egy adott Lr
nyelvnek megvan-e.

Godel nem-teljességi tétele:
Minden miniméalisan megfelel6 elmélet nem-teljes.

Soroljon fel 3 polinomidlis idejli aritmetikai algoritmust:
Polinomialisak az alapveto aritmetikai miveletek: egész szdmok oOsszeadasa, kivondasa, szorzasa,
maradékos osztasa. Euklideszi-algoritmus. Moduléris hatvéanyozas.

Id6-hierarchia tétel:
Ha f(n) teljesen id6konstrualhaté és g(n)(log g(n)) = o(f(n)), akkor van olyan nyelv
DTIME(f(n))-ben mely nem tartozik DT IM E(g(n))-be.

Gyorsitasi tétel:
Barmely rekurziv g(n) fiiggvényhez létezik olyan rekurziv £ nyelv, hogy minden L-et eldonté T’
Turing-géphez 1étezik olyan L-et eldonté S Turing-gép, melyre g(timegs(n)) < timer(n).



3. Feladat Készitsen Turing gépet, amely az x12s ... 2, (z; € 0,1) bemenet esetén eldallitja az
TnTlpnlp—-1Tp—1...L2X2T1T1

kimenetet (6pont)
Legyen k = 2,5 = {0,1,#} és [ = {START, STOP,VISSZA, MASOL)}

allapot | jelek « 153 v

START | (0,%) | START | (0,%)| (1,0)
START | (1,%) | START | (1,*)| (1,0)
START | (x,%) | VISSZA| (*,%) | (—1,0)
VISSZA| (0,%) | MASOL | (0,0) | (0,1)
VISSZA | (1,%) | MASOL | (1,1) | (0,1)
VISSZA | (x,%x)| STOP | (x,%)| (0,0)
MASOL [ (0,%) | VISSZA|(0,0) | (—1,1)
MASOL | (1,%) | VISSZA | (1,1) | (—1,1)

Minden maés eset hiba (nem lehetséges).



Miskolci Egyetem Miskolc, ...oeeveiiiiiiiinnnn,

Alkalmazott Matematikai Tanszék Név:. oo

Zérthelyi dolgozat ALGORITMUSOK ES VIZSGALATUK (GEMAK121M, GEMAK234-B) c.
tantargybol

1. Feladat Definidlja a kovetkez6 fogalmakat: (1-1 pont)

(a) Nemdeterminisztikus Turing-gép:
Egy nem-determinisztikus Turing-gép egy T = {k, X, T, o, 5, v} rendezett 6-0s, ahol k > 1 egy
természetes szam, 3 és I' véges halmazok, x € 2
{START, STOP} €T, és

aClxYFxT
BClx S x %
v CI x 2k x {—1,0,1}F

tetszoleges relacidk.

(b) Legélis szamolés:
A gép egy legalis szdmoldsa 1épéseknek egy sorozata, ahol minden lépésben (ugyanigy, mint a
determinisztikus Turing gépnél) a vezérldegység 1ij allapotba megy at, a fejek 1ij jeleket irnak a
szalagokra, és legfoljebb egyet 1épnek jobbra vagy balra. Ekozben fenn kell allni a kovetkezoknek:
ha a vezérloegység allapota a 1épés el6tt g € T volt, és a fejek a szalagokrdl rendre a hy, ..., hy €
¥ jeleket olvastdk, akkor az 4j ¢’ allapotra, a leirt hi,..., h} jelekre és a fejek e1,...,¢, €
{—1,0, 1} 1épéseire teljesiil:

((g,h1,...,he), q) € a
((g7h1a--whk)a(h/l?"'vh;:)) Eﬂ
((g,hl,...,hk),(El,...,Ek)) 6’7

(c) NP-teljesség:
Egy NP-beli £ nyelvet NP-teljesnek neveziink, ha minden NP-beli nyelv polinomidlisan vissza-
vezetheto L-re.

(d) Fermat feltétel:
Ha - adott m mellett - egy a szdmra a™ ! — 1 oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a
kielégiti a Fermat-feltételt.

(e) gyengén eldéntés (Monte-Carlo):
Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép gyengén eldont (vagy Monte-Carlo értelemben
eldént) egy L nyelvet, ha minden x € ¥* bemenetre legalabb 3/4 val6szintiséggel gy &ll meg,
hogy x € L esetén az eredményszalagra 1-et, v ¢ L esetén az eredményszalagra 0-t ir. (Roviden:
legfeljebb 1/4 a valdsziniisége annak, hogy hibés vélaszt ad.)



(f) Informatikusan véletlen sorozat:
Legyen x végtelen 0 — 1 sorozat, és jelolje x,, az els6 n eleme altal alkotott kezdoszeletét. Az x
sorozatot informatikusan véletlennek nevezziik, ha K(x,)/n — 1 ha n — oo.

2. Feladat Fogalmazza meg a kovetkezo tételeket: (1-1 pont)

(a) Savitch-tétel:
Ha f(n) jol szamolhaté fiiggvény, és f(n) > logn, akkor minden £ € NSPACE(f(n)) nyelvhez
van olyan ¢ > 0, hogy £ € DSPACE(cf(n)?).

(b) Cook-tétel:
A SAT nyelv NP-teljes.

(c¢) Kuratowski-tétel:
Egy graf akkor és csak akkor rajzolhaté sikba, ha nem tartalmaz olyan részgrafot, mely élek
felosztasaval jon létre a teljes 5-szogbol vagy a harom-haz-haromkut grafbol.

(d) Adjon 3 példat NP-teljes problémara:
Lefogasi feladat, k-Particio feladat és a Particio feladat, Grafok 3 szinnel val6 szinezhetdsége,
A Figgetlen ponthalmaz feladat, A Diophantoszi egyenlOlenségrendszer megoldhatdsaga, A
Részletosszeg probléma.

(e) Schwartz-lemméja:
Ha f nem azonosan 0 n-véltozds, minden valtozéjdban legfeljebb k-adfoku polinom, és a &;(i =
1,...,n) értékek a [0, N —1] intervallumban egyenletes eloszlds szerint véletlenszeriien és egymés-
t6l fliggetleniil valasztott egész szamok, akkor Prob(f (&, ...,&,) = 0)?%‘.

(f) kis Fermat-tétel:
Ha m prim, akkor minden 1 < a < m — 1 természetes szdmra a™ ' — 1 oszthaté m-mel.



