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Oktatasi cl!l: A linearis algebra alapjainak elsajittitasa.

Targy tartalom:
A 3-dimenzios valos vektorter, vektoralgebra, egyenes es sik egyenletei, vektorterek,

linearis fiigg6seg, fiiggetlenseg, bazis, dimenzio, komplex szamok, miivelet, polinomok,

mLlveletek gyi:iktenyez6s alak, mittrixok, matrix muveletek, matrix rangja, detenninans,

matrix inverze, bazistranszformacio, homogen es inhomogen linearis egyenletrendszerek,

megoldhatosag, megoldasi modszerek, linearis lekepezesek, karakterisztikus polinom,

! saj,itvektor, sajatertek.

lrodalom: Dr. Szarka Zoltan-Dr. Raisz Peterne Dr. Matematika 1 (egyetemi tanki:inyv)

Obadovics 1. Gyula: Linearis Algebra peldakkal

http:/ /zeus.nyf.hu/~kovacsz/linalg 1.pdf

Jellemzo oktatasi modok:

Oktatasi nyelv: Magyar

Eloadas: Minden hallgatonak el6adas, tabla hasznalataval

Gyakorlat: Tantermi gyakorlatok, tablahasznalat

Labor: I -
Evko2i/eladalvk, !

zarthelyik:
Ket evki:izi zarthelyi dolgozat.

Lezarasifeltetelek: A targy lezarasanak modja: alairas+vizsga. Az alairas es a vizsgajegy megszerzesenek

feltetelei: a gyakorlatok 60%-an vain aktiv reszvetel es a ket felevki:izi zarthelyi

mindegyikenek legalabb 50%-os teljesitese. A zarthelyi dolgozat ertekelese: 0-24 pont:

elegtelen, 25-30 pont: elegseges, 31-36 pont: ki:izepes, 37-42 pont: jo, 43-50 pont: jeles.

A vizsgadolgozat 100 pontos, SOpontt61 sikeres es a ponthatarok a fentebbi ketszeresei.

Mindket zarthelyi dolgozat az el6adasokon elhangzott matematikai kepletek, definiciok

szamonkeresevel kezd6dik (5x2 pont), a vizsgadolgozatban IOx2 pont. A legalabb

elegseges jegy megszerzesehez a beugro legalabb 50%-os teljesitese szukseges.

Amennyiben valaki ezt nem eri el, a dolgozat tovabbi resze nem kerUi kijavitasra.

A zarthelyi dolgozatok es a potzarthelyi dolgozatok ideje az alabbi reszletes utemtervben

lathato.



Utemterv

1-2. het A 3-dimenzi6s val6s vektorter, vektorok, vektorok ki:izi:ittimiiveletek, i:isszeadas, kivonas, skalarral val6

szorzas, a muveletek tulajdonsagai, Descartes koordinatarendszer es koordinatak, szamoh'ls

koordinatakkal, skalaris szorzas. A skalaris szorzat tulajdonsagai, vektorok merolegessege, egy

vektornak egy masikra vonatkoz6 meroleges veti.ileti vektora, vektor hossza, vektorok altaI kifeszitett

paralelogramma es haromszi:ig teri.ilete.

Vektorialis szorzas, vektorialis szorzas kiszamitasa koordinatakkal, vektorok vegyes szorzata, vektorok

altaI kifeszitett paralelepipedon terfogata. A 3-dimenzi6s val6s vektorter egyeneseinek, sikjainak

egyenletei, iranyvektor, normalvektor fogalma,

4. hel Valos vektorter definici6ja, peldak vektOIierekre. Linearis kombinaci6 definici6ja, linearis fLIggoseg,

fiiggetlenseg, generatorrendszer, bazis, dimenzi6.

5-6. het Komplex szamok, algebrai alak, trigonometrikus alak, miiveletek (i:isszeadas, kivonas, szorzas, osztas)

algebrai es trigonometrikus alakokban. n-edik hatvany kiszamolasa, n-edik gyi:ik kiszamolasa a

trigonometrikus alak felhasznalasaval.

7. het Zarthelyi dolgozat.

8. het Polinomok, i:isszeadas, szorzas, maradekos osztas, egesz egyi."ltthat6s polinomok egesz es racionalis

gyi:ikeinek meghatarozasa, Horner-elrendezes.

9. het Polinomok maradekos osztasa, az Algebra alaptetele, polinomok gyi:ikszerkezete. Matrixok, matrixok

i:isszeadasa, skalarral val6 szorzasa, matrixok szorzasa, a mllveletek tulajdonsagai, matrix inverze, az

inverz kiszamitasa pivotalassal.

Matrix sajaterteke, sajatvektora. Determinill1sok, a determinans fiiggveny, determinansok tulajdonsagai,10. het

II. het

detern1inansok kiszamitasa ti:ibb modszerrel.

Detenninans kifejtese sor, illetve oszlop szerint, ferde kifejtesi tetel, matrix inverzenek kiszamitasa

adjungalt algebrai aldeterminansokkal.

Linearis egyenletrendszer definici6ja, vektoros alakja, matrixos alakja, megoldhat6saga, pontosan egy,

vegtelen sok megoldas. Megoldasa kLili:inbiizo m6dszerekkel. IIzarthelyi dolgozat.

Potzarhelyi dolgozat

12-13.

bet

14. het

Miskolc, 2019. szeptember 1.

Dr. Veres Laura
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NEV: .

Neptun k6d: .

I Zarthelyi dolgozatdolgozat

Linearis algebra c. targyb6l

1. Szamitsa ki az ((2 + 2J3i) !(cos ;rr + isin ;rr ))4 erteket. Szamitasait vegezze el algebrai es
4 3 3

trigonometrikus alakban is! (16pont)

2. Oldja meg a komplex szamok halmazan Z6 + 3iz3 = 0 egyenletet! (8 pont)



3.Adott az ; = 4f - 2; + 1<:; b = (-1,0,2t)es ~ = -I<: vektor. (16 pont)

Szamitsa ki az alabbiakat:

a) ~(- 2~)

- -
b) Szamitsa ki a es c vektorok altai kifeszitett haromszog terUletet;

- -

c) Hatarozza meg a t parameter erteket ugy, hogy az a mer61eges legyen a b vektorra;

d) Hatarozz
a
meg a t parameter ertel<.etugy, hogy az a, b, c vektorok linearisan fUggetlenek

legyenek?

-

e) Irja fel annak a siknak az egyenletetet amely parhuzamos az a es c vektorokkal es

atmegy a P(-l ,2,0) ponton.



NEV: .

Neptun k6d: .

II Zarthelyi dolgozatdolgozat-A

Linearis algebra c. targyb6l

1. Bontsa fel gyoktenyezos alakra ! (16pont)

2. Szinnitsa ki: (8 pont)

1 -2 3 1

2 0 -3 2

0 2 -2

-1 2 -2



3. Szamitsa ki az A matrix inverzet es rangjat! Ellenorzes!(16 pont)



NEV: .

Neptun k6d: .

Vizsgzarthelyi dolgozat

1. eves Gepeszmemoki Kar haUg. reszere

Linearis algebra (GEMAN 113-B) c. targyb61

1. Bontsa linearis gyoktenyez6k szorzatara a P(x) = 2x6 -128 polinomot! (16 pont)



2.Legyen

XI - 3x2 + 2X3 = 3

2xI + x2 - 5x3 = 1

3xI - 2X2 - 3X3 = 7

Oldja meg az egyenletrendszert es szamitsa ki az egyutthat6matrix rangjat! (18 pont)



3. Ha tudjuk, hogy XPX2,X3 a

x 5 - 3 x 4 - 3 x 3 + 9 x 2 - 4 x +12= 0 egyenlet val6s gyokei, szamitsa ki az alabbi detenninanst

XI x2 XI

X3 X3 XI (26 pont) (Homer m6dszert hasznaljon.)



- - - -
3. Adottaz a=-2i+2k; b=(3,-2,t)es c=2j vektor.(6+4+10pont)

Sz<imitsa ki az al<ibbiakat:

a) Hatarozza meg at parametert erteket ugy, hogy a, b, c vektorok bazist alkossanak!

- -
b) Szamitsa ki c es a hajlasszoget?

e) lrja fel annak a v = (1,-2,1) vektort az x = l-re kapott bazisban.

Akinek a beugr6ban nines legalabb S j6 valasza, annak az eredmenye elegtelen!

Ertekeles: Op-49p elegtelen; SOp-61p elegseges; 62p-74p kozepes; 7Sp-88p j6; 89p-l OOpje-

les



NEV: .

Neptun kod: .

I Zarthelyi dolgozatdolgozat

Linearis algebra c. targybol

1. Szamitsa ki az ((2 + 2J3i) ± (cos ~ + isin ~ ))' erleket. Szamitasait vegezze e1 algebrai es
trigonometrikus alakban is! (16pont)

E~~ 2<- 2J1;-<) ~ C0->n;1.i ~'" rr,,))\ ('L- (.ioi) '+. ( ~ + -i 4)~~{L(.{ -tI3":)J{1<'(J,i~
= (~ (;t-J?,A){ 1 -'-f3A)J\ (~ ( 12_ (.r,,:)')) \~ (~ ( 1+3)) ~~ 14", /I

1- 2~3A.·;: ~(VJ S(/ , ,SrT') (r:-L [ r:: i.. r:-:- j~ ~
~ 1-A.. fI"/V"- ~ f\.::; v 2-' + -ZV3) = u1t ;::.0 . 7' "~

y -= Dn.~ ~?:!i:::.l.l/-fI::: ~ ~
1.- :>:)' ?.t3

E ::.(K / V'> ~ +. , ~jJ.).1- ( rr . , rr)ll~
l ~.;L tyvY\. ":7 Jr \h 7; -J-- A. ~"3 'J :..

-= ( , ~ G I' +- '.' GTr) 4 (, ()[~ ') ~) 7 .? ._
l '-'./-:s; A ~ ~ ::: \.~ G I --f ,.t (Y\.~ (/1 :::.. u-::, ~ [1+- A.' trr~ 6 /1 ~

==- u~ 2rT +- A.~~ '2.1/

2. Oldja meg a komplex szamok halmazan Z6 + 3iz3 = 0 egyenletet! (8 pont)

li\b-:f-~



3.Adott az ; = 4£- 27 + k; b = (-1,0,21) es ; = -k vektor. (16 pont)

Szamitsa ki az alabbiakat:

a) ;-:(- 2~)2 (~, -2/1/)· COl 0, ~)::. O+- 0+ 2-:=:2

6=:: (1( -2/ /f)

C~(O) 0/-1)

- -

b) Szamitsa ki ~ es :. v~ktorok altai kifeszitett haromszog tertiletet;

O--XC:C- (:' _~ ~ ,,-2;:-H)~-r-O"L::c(l/~/O)

CJ 0 -1 f" ~ j21+~l+?~ .Jjk ;:~
,.) "'C - 7...

- -

c) Hatarozza meg a t parameter erteket llgy, hogy az a mer61eges legyen a b vektorra;

0.- ~ e: C:= ') CA..-' e; -= ~

v--' <& .:: • ..... ~ + D +'[ t" =- D k~ 2..

d) Hatarozza meg a t parameter erteket ugy, hogy az a, b, c vektorok linearisan fLiggetlenek

legyenek? _

{s-, &i C) Enr--. ~~~ l---~ ~e-c-iD

6J& Z ::.( ~, - ~ ~ U \1- 2./ .
-~I=(-,{} --1 iJ ::{-1}'H)=2-fu_~eti2 ~n-

{~J e-/ c-j ~ ~~~.
- -

e) hja fel annak a siknak az egyenJetetet amely parhuzamos az a es c vektorokkal es

atmegy a P(-l ,2,0) ponton.

'Y\.-= 0---)(2=L21~/O)

4)(+ ~d-+-C T ~ ~=-O !j-=/y\-'P
o

M.::: (Aj(!;/C)

G~ (2)1,0)' (-1,2, 0)::::-"2-+ 2+D~~

L'K.J-4~- 6 ~O



NEV: ···········

Neptun k6d: ·········

II Zarthelyi dolgozatdolgozat-A

Linearis algebra c. targyb61

l. Bontsa fel gyoktenyezos alakra ! (16pont)

j)~c<± 1,-±2( t-~)
J)2,~{"L1It2~

~0 ~~ [~)
±11±~)±2-Jf~

\ ." - L fO t

1'1.. + ~ X - L::- <)

\r .-~)'!~'{-{b
(\i~~ I-, ~

1(X - <-) ( y: + 2-) ( X -~):::- 0

2. Szamitsa ki: (8 pont)

t~
-2 " 1 1 -L 1--_4.J

~ -~ 0
0 " 2

~

~ -<1 0-.J .~. 111
'- -= l-{ ) 2 -1 -2

-\-- 0
2 1 -2 'L /j -2

~ - 4 f 0 --tf-6 ~ (O-~().i1Y)

;) -1 1 2 -2 ~I\ <;' ~1 -1 .:;- -1

1 -<':1 0
L I( -2

c~~ --1-'6+40-1-3== 0



" "t' Ellenorzes!(16 pont), , k' A matrix inverzet es rangJa ,3, Szmmtsa 1 az

I'\t=(1 2- -1) 4'~n+0 D)
-'L I{ 0

~ t~
L _{ '1

i t2. ~

I"t-1"C,- 7J" 0)
,.f1= 1-e- A 0)-~l1o '2/> 11Z-

~ ,fD ~3 0 ')
1/10 1/5 1/1- /[ 'L ~



NEV: .

Neptun k6d: .

Vizsgzarthelyi dolgozat

I. eves Gepeszmernoki Kar hallg. reszere

Linearis algebra (GEMAN 113-B) c. targyb61

l. Bontsa linearis gyoktenyez6k szorzatara a P(x) = 2x6 -128 polinomot! (16 pont)

PC y:)-= L ()(6:_ G0):= 2( xc_ 2(;)-=- 2- ( y'S - '- ) (x 31-2) -:.~ (x:-z) Cf' ~ 2 y:+ t,){Kf-2 )(-/-2xf9

x'L+- 21'~~~ 0

- -~2±ftt-1G -2.i2/3,t' '- ,
)(1 L- ::. 1- := - 2.::: - --1.--t () :5 It

xl.-2'f +- 0:: D

X ,. 2: ~ - 1'+ r:; .s~ - '1-- - ~,fS;t



2.Legyen

XI - 3x2 + 2X3 = 3

2xI + x2 - 5X3 = 1

3xI - 2X2 - 3X3 = 7

Oldja meg az egyenletrendszert es szeimitsa ki az egyutthatomatrix rangjat! (18 pont)

~A;:l- .

~(~
o



3. Hatudjuk,hogy Xi'X2,X3 a

x 5 _ 3 x 4 - 3 x 3 + 9 x 2 - 4 x + 12 = 0 egyenlet valos gyokei, szamitsa ki az alabbi determinanst

XI x2 XI

X3 X3 XI (26 pont) (Horner m6dszert hasznaljon.)

.J1L-::~~1It2.Jt-~/i~/i.CJ-t 1l~ /)/1 ::<:!~~

~~ ~.>l iir"!2(iS;'!1/!C,2:12.
,. '> 2..

'X'> X -{ f'.. I' f XD

1 - s - s s -~ ;\~
,4 ~ -5: ~ 0 4_

-1 -~ - S dY~~ ~ty
fd-~h;{jf! D

)<"2 = 2.



4. Adottaz -;=-2i+2k; b=(3,-2,t)es ~=27 vektor.(6+4+10pont) 0-7:::(-2,0,2)

Szamltsa ki az alabbiakat: _ _ _ G=. (0, 2,O)

a) Hatarozza meg at parametert erteket ugy, hogy a, b, c vektorok bazist alkossanak!

<D-t~/cj D~/) r) ~O-J&(C~ ~. f:-V~

'-~_~~(~_~I~:~/~-L(-L{-G)=O t~-3

o L 01 _ -r~f e=Ir~~· ev~ fE:I(2'\{-5~
b) Szamitsa ki c es a hajlasszoget? J

0-.:,Y =- 0--' C - L ,O.-J. O· L-f 2·D
~ :: ~. JO'L+-IL-f-O'L== 0 :::::)y~ i~

c) Irja fel annak a v = (l,-2,1)vektort az x = l-re kapott bazisban.

Akinek a beugr6ban nines legalabb S j6 valasza, annak az eredmenye elegtelen!

Ertekeles: Op-49p elegtelen; SOp-61p elegseges; 62p-74p kozepes; 7Sp-88p j6; 89p-l OOpje-

les
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