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Utemterv
A 3-dimenziés valds vektortér, vektorok, vektorok kozotti miiveletek, 6sszeadas, kivonas, skalarral

valé szorzds, a miiveletek tulajdonsdgai, Descartes koordinitarendszer és koordinatdk, szamolas
koordinatdkkal, skaldris szorzds. A skaléris szorzat tulajdonsigai és kiszamitdsa koordinatakkal,

vektorok mer6legessége, egy vektornak egy masikra vonatkoz6 meréleges vetiileti vektora.
Vektor hossza, vektorok szogének kiszamitdsa koordinatadkbol, vektorok &ltal kifeszitett

paralelogramma és haromszog teriilete. Vektoridlis szorzés, vektoridlis szorzas kiszamitasa

koordinatakkal.
Vektorok vegyes szorzata, vektorok altal kifeszitett hasab térfogata. A 3-dimenzi6s valés vektortér

egyeneseinek, sikjainak egyenletei, irinyvektor, normalvektor fogalma.
Valés vektortér definici6ja, példdk vektorterekre. Linedris kombinacié definicioja, linearis fiigg6ség,

fiiggetlenség, generatorrendszer, bdazis, természetes bazis, dimenzi6. Maximalisan fiiggetlen

vektorrendszer, minimdlis generatorrendszer. Kicserélési tétel.
Pivotélasi tecnika és alkalmazasai. RAn-ben megadott vektorrendszer linedris fiiggetlenségének

megallapitdsa, az adott vektorrendszer bazist alkot-e. Adott vektor elallitdsa pivotalassal egy
vektorrendszer linearis kombinacidjaként. A val6és szam n-esek vektortere, skalaris szorzas, norma.

Cauchy-Schwarz-Bunyakowszkij egyenl6tlenség, Minkowski egyenl6tlenség

ZH.
R" vektorainak tavolsaga, szoge, mer6legessége. Matrixok, matrixok osszeadasa, skalarral vald

szorzdsa, matrixok szorzdsa, a mifiveletek tulajdonsdgai, matrix inverze, az inverz kiszamitasa

pivotélassal. Példa matrix inverzére.
Linedris egyenletrendszer definici6ja, vektoros alakja, matrixos alakja, megoldhat6saga, pontosan egy,

végtelen sok megoldas. A megoldas menete pivotalassal, a megoldhat6sag eldontése, a megoldasok

leolvasasa a pivot tablabél.
Determinansok, a determinans fiiggvény, determinansok tulajdonsagai, kiszamitasa pivotéalassal.

Determinans kifejtése sor, illetve oszlop szerint, ferde kifejtési tétel, matrix inverzének kiszamitasa

adjungalt algebrai aldeterminansokkal.

Komplex szamok, algebrai alak, trigonometrikus alak, miiveletek (6sszeadas, kivonas, szorzas, 0sztas)
algebrai és trigonometrikus alakokban. n-edik hatvany kiszdmoladsa, n-edik gyok kiszamolasa a

trigonometrikus alak felhasznalasaval
Polinomok, 6sszeadds, szorzas, maradékos osztds, egész egylitthatés polinomok egész és racionalis

gyokeinek meghatarozasa, Horner-elrendezés.

Polinomok maradékos osztasa, az Algebra alaptétele, polinomok gyokszerkezete, racionélis gyokkel

rendelkez6 harmadfoku egyenlet megoldasa,

Varga Peter



4. (3+3+4 pont) ZH1 2018 Lin.Alg.
A) Legyen

(0 -1 1 (T u
() ()

Adj meg egy olyan skaléris egyenletrendszert, aminek az egyértelmd megoldésa x, y,u, v !

B) Legyen
~1/5 0 —\/24/%
A= 0 -1 0
/24725 0 1/5
Mennyi A= ?
C) Legyen
3 4 6 0
0 51 2
A= 8 7 2 1
01 00

Mennyi (A71)e3, ha az indexalas 1-t61 kezdddik?

1. ((24+1+1)+(14+2)+2 pont)

A) Legyen f: ((z,y)) = (y — =, 2z — 3y, x) és g : ((x,y)) — (y, y — 2x) .
a) Ird fel az f és g transzformaciok F, G matrixait!

b) Abban az esetben, ha létezik, mennyi az f o g transzformécié matrixa?

c) Abban az esetben, ha létezik, mennyi az g o f transzformacié méatrixa?

-1 4 1 1 2
A‘(o 1 2)’ B_<2 —3)'
a) Abban az esetben, ha létezik, mennyi (AB + (B + 2E)) 7
b) Abban az esetben, ha létezik, mennyi (E + B)A +2A 7

B) Legyen

C) Ha egy ortonormalt bazisban a = (—1,x,2), a = (2,x,—1) merdleges egymasra, akkor mennyi lehet x ?

2. ((14+1+2)+(2+2)+2 pont) Ird fel a kovetkezs transzformaciok matrixait, ha az R? és R3 vektortereket ortonormalt
bazisokban az (x,y)7 es az (x,y,2)T vektorokkal koordinatazzuk!

A) RZben:

a) az x +y = 0 egyenesre valé mergleges vetités, b) az x + y = 0 egyenesre valo merdleges tiikrozés, a) az origon dtmeng,
az (2,3)7 vektorral parhuzamos egyenesre valé merdleges vetités,

B) R3-ben:

a) az z +y = 0 sikra valé meréleges vetités,

b) az x + y = 0 sikra valé merdleges tiikrozés,

B) Legyen ¢: V xV xV xV — R egy olyan antiszimmetrikus multilinearis leképezés, hogy ¢ (01, V2, 03,74) = 3.
Mennyi m = ¢ (201 + 30a, U1, 403 + 204, —03) ?
3. (1+1+42+2+4 pont)
A) Adott 6t pont
P=(-3,0,0, Q=(0,0,-3), R=(0-30), S=(1,3-1), T=(252)

az R3 Euklideszi vektortérben egy ortonormalt bazisban.
a) Ird fel a S és T pontokat tartalmazé egyenes parametrikus egyenletét!

b) Ird fel a S és T pontokat tartalmazo egyenes algebrai egyenleteit!
c) Ird fel aa P,Q és R pontokat tartalmazo sik algebrai egyenletét!

d) Hol van a sik és az egyenes metszéspontja?

e) Mennyi az sik tavolsaga az S-t6l?



4. (3+3+4 pont) ZH1 2018 Lin.Alg.
A) Legyen

(0 -1 1 (T u
() ()

Adj meg egy olyan skaléris egyenletrendszert, aminek az egyértelmd megoldésa x, y,u, v !
Megold.:

AATL = E,

0 -1 z u\ (1 0
2 3 y v) \0 1)’
vagyis

0x+ (-1)y=1 Ou+ (—1)v=0
20 +3y =0 2u+3v=1

vagy
A'A=E,
z w\ (0 -1\ (1 0
y v)\2 3 ) \0 1)’
vagyis
Oz 4+2u=1 —z+3u=0
Oy+2v=0 —y+3v=1
B) Legyen
-1/5 0 —/24/25
A= 0 -1 0
—/24/25 0 1/5
Mennyi A~ ?

Megold.: Mivel A ortogonalis, igy

150 —\/24/25\ “1/5 0
A"l = AT = 0 -1 0 = 0 -1
—\/24/25 0 1/5 —\/24/25 0
(Mivel A szimmetrikus, vagyis A = AT igy A=t = A.)
C) Legyen
3 4 6 0
0 5 1 2
A= 8 7 2 1
01 0 0
Mennyi (A71)23, ha az indexalas 1-t6l kezdddik?
Megold.:
3 6 0
det(A) =0+ (-D)*2.1-]0 1 2 |[+0+0=28T7,
8§ 2 1
1 3 6 0
(A )23 (-1)*Tl0 1 2|=0
det(A) 00 0
Megjegyzés:
1 _2 4 _ 14
o 0 0 1
A= 5 1 2 s
% o1 2 i

AT
0
1/5



1. ((24+1+1)+(1+2)+2 pont)
A) Legyen f : ((xvy)) - (y -z, 2z — 3ya .’E) és g: ((l’,y)) - (yv Yy — 256) .
a) Ird fel az f és g transzformaciok F, G matrixait!

Megold:
-1 2 1 0 -2
r=(7 40) =1 )

b) Abban az esetben, ha létezik, mennyi az f o g transzformécié matrixa?

Megold.:
-2 6 0
GF = < 0 -1 1 )

c) Abban az esetben, ha létezik, mennyi az g o f transzformacié méatrixa?

Megold.: Nem létezik.
-1 41 12
AZ(O 1 2)’ B:<2 —3>‘

a) Abban az esetben, ha létezik, mennyi (AB + (B + 2E)) ?
Megold.: Nem létezik.

b) Abban az esetben, ha létezik, mennyi (E + B)A +2A ?

Megold.:
2 2 -1 4 1 2 8 2
(E+B)A+2A—<2 )(0 1 2)+(0 9 4>
(-2 10 6 —2 8 4 18 8
T\ -2 6 -2 2 8 2

C) Ha egy ortonormélt bézisban @ = (—1,x,2), b = (2, z, —1) meréleges egymasra, akkor mennyi lehet 2 ?
Megold.:

B) Legyen

ab=-2+422-2=0 = =42



2. ((14+1+2)+(2+2)+2 pont) Ird fel a kovetkezs transzformaciok matrixait, ha az R? és R3 vektortereket ortonormalt
bazisokban az (x,y)” es az (x,y,z)T vektorokkal koordin4tazzuk!

A) R2-ben:

a) az x +y = 0 egyenesre valo meréleges vetités,

Megold.:

(A0 3%

'y

a) az origon atmend, az (2,3)7 vektorral parhuzamos egyenesre valé merdleges vetités,

b) az z + y = 0 egyenesre val6 merdleges tiikrozeés,
Megold.:

Megold.:
B 1 ) e ( 4 6 )
n=—— , Pp=n'n={( ¢ ¥
V22 4+ 32 (3) 1
B) R3-ben:
a) az z+y = 0 sikra val6 merdleges vetités,
Megold.:
1 0 0
0 1/2 -1/2
0 —-1/2 1/2
b) az z + y = 0 sikra valo merd&leges tiikrozés,
Megold.:
0 -1 0
-1 0 0
0o 0 1

B) Legyen ¢: V xV xV xV — R egy olyan antiszimmetrikus multilinearis leképezés, hogy ¢ (01,02, 03,704) = 3.
Mennyi m = ¢ (2’1_)1 + 31_)2, 1_)1, 41_)3 + 21_)4, 7'(_)3) ?
Megold.:

m = ¢(3172, U1, 204, —’173) = (3 -1-2- (—1)) . ¢(171,1727173,174) -1=-18,

mivel a (1,2,3,4) — (2,1,4,3) permutacioé péaros.



3. (1+1+2+2+4 pont)
A) Adott 6t pont

P =(-3,0,0), @=(0,0,-3), R=(0,-3,0), S=(1,3,-1), T=(2,5,2)

az R? Euklideszi vektortérben egy ortonormélt bazisban.
a) Ird fel a S és T pontokat tartalmazo egyenes parametrikus egyenletét!
Megold.:
Ft)=S+t(T—-5)=(1,3,-1)+t-(1,2,3) = (1 +¢,3+2t,—1 + 3t),

b) Ird fel a S és T pontokat tartalmazo egyenes algebrai egyenleteit!

Megold.:
r—1 y—3 =z+1

1 2 3

c) Ird fel aa P,Q és R pontokat tartalmazo sik algebrai egyenletét!
Megold.:

n(f — P) =0,
—92 —9y — 92 —27=0.

d) Hol van a sik és az egyenes metszéspontja?
Megold.:

—9(1+t)—9(B+2t)—9(—143t)—27=0 = t=-1, #(=1)=(0,1,—4).

e) Mennyi az sik tavolsaga az S-t6l?
Megold.:

n(S— P
tavolsag = n(S|n)| =12 = 2V/3.



4. (442+2+1+1 pont) Oldd meg pivotalassal a kovetkezo egyenletrenszert, tovabba jeloljuk az egyenletrendszer
egyutthatomatrixat A-val!

21‘1 + 61’2 +4£L’3 =6
lzy 4+ 3z9 + 223 = 3
3x1 + 929 + 623 = 9.

Add meg Oszlop(A) dimenziojat es egy bazisat!
Add meg Null(A) dimenziojat es egy bazisat!
Add meg Sor(A) dimenziojat es egy bazisat!

Add meg Null(AT) dimenziojat!

1. (3+4+3 pont) Legyen

2 00
A=14 3 0
0 0 5
Keresd meg A sajatertekeit!
Keresd meg A sajatvektorait!
Mennyi A'3(9,8,7)T ?
2. (743 pont) Legyen
4 2 5
A= 1 2 3
2 3 5

Szamold ki pivotalassal A inverzet! Ellenorizd az eredmenyed!

Mennyi
1 0 0 O
4 1 00
5 0 1 0
6 0 0 1
inverze?
3. (5+5 pont) Legyen
1 2 3
A= 4 2 5
2 3 5
Szamold ki pivotalassal det(A)-t!
Legyen
2 21
A= 0 1 3
4 3 5

Ird fel ezen matrix A = LU felbontasat!

L: U:



4. (442+2+1+1 pont) Oldd meg pivotalassal a kovetkezo egyenletrenszert, tovabba jeloljuk az egyenletrendszer
egyutthatomatrixat A-val!

21‘1 + 61’2 +4£L’3 =6
lzy 4+ 3z9 + 223 = 3
3x1 + 929 + 623 = 9.

Add meg Oszlop(A) dimenziojat es egy bazisat!

Add meg Null(A) dimenziojat es egy bazisat!

Add meg Sor(A) dimenziojat es egy bazisat!
Add meg Null(AT) dimenziojat!

Megoldas:
ap az az b a1 ay az b
eg 2 6 4 6 eg 0 0 0 O
e2 1, 3 2 3 |’ a1 3 2 3
es 3 9 6 9 es 0 0 0 O
A masodik pivottablabol a kovetkezo dolgokat lehet leolvasni:
e Az egyenletrenszer megoldhato, mivel az e; es eg sorok utolso, b eleme nulla.
e A b oszlopbol egy partikularis megoldas:
I 3
Tpart = | T2 | = 0
I3 0
e Az ay es ag oszlopok alapjan ket homogen megoldas:
3 2
-i'homg = -1 5 jhomg = 0
0 -1
e Igy az altalanos megoldas:
3 3 2 3 3 2
Zalt = Tpart +t2Thoms +13Thoms = |0 +t2 | =1 +t3| O | =0 —a2| -1 ] —23| O
0 0 -1 0 0 -1

Megjegyzes: A kerdeses dimenziok mind kifejezhetoek az A matrixhoz tartozo A : R?‘m‘ras —R
dim R3

(Tulajdonkeppen 1 = 3 — 3z2 — 223 is elfogadhato megoldas, de ebbol nehezebb lenne kitalalni a helyes valaszt a
tobbi kerdesre.)

Oszlop(A) dimenzioja annyi, ahany a; cimke szerepel a pivottabla bal oldalan, esetunkben ez {a;}, igy
dim Oszlop(A) = 1, egy bazis pedig {G;}. A matrix rangja dim Oszlop(A).

Null(A) dimenzioja annyi, ahany a; cimke a tabla tetejen nem szerepel a tabla bal oldalan, esetunkben ez
{az2,a3}, igy dim Null(A) = 2, egy bazis pedig {Zhomss Thoms }-

Sor(A) dimenzioja annyi, ahany a; cimke szerepel a pivottabla bal oldalan, esetunkben ez {a;}, igy
dim Sor(A) = 1, egy bazis pedig az a; sor elso harom elemebol kepzett vektor transzponaltja, vagyis {(1,3,2)7}

Null(AT) dimenzioja Oszlop(A) ortogonalis komplementerenek a dimenzioja, esetunkben
dimR? — dim Oszlop(A) =3 — 1 = 2,

ahol R? az A matrixhoz tartozo A : R — R3 linearis lekepezes masodik R3-a. (Ennyi sora van a pivottablanak.)

3 . .
celpont liN€Aris lekepezes

3. dimenzioival, tovabba a matrix rang(A) rangjaval, ami ugyanaz mint

— : 3 —
forras — 3f es dim Rcelpont -

dim Oszlop(A).

dim Oszlop(A) = rang(A) = 1,,

dim Null(A) = 35 —rang(A) = 2,

dim Sor(A) = dim Oszlop(A) = rang(A) = 1,,
dim Null(AT) = 3, — rang(A) = 2.



1. (3+4+3 pont) Legyen

b
I
=ITNN
o wo
oo o

Keresd meg A sajatertekeit!

Keresd meg A sajatvektorait!

Mennyi A'3(9,8,7)T ?

Megoldas: A blokk-diagonalis, a kovetkezo blokkokkal:

2 0
A12:(4 3>7 A3:<5)a

A3 =5, U3 = (1)
A1o sajatertekei: Mivel Ao (also) triangularis, igy a sajatertekek a diagonalis elemek, vagy ugyanez nehezebben:

det(AlngE):O:(2fA)(37A)704 — )\1:2, Ay = 3.

ahol a masodik As blokk sajatrendszere:

Ay, sajatertekei:

(A12 - AE)@ = 67

2—-2 0 V1 . 0 - B - 1
( 4 3_9 > <v2> = (0> — Ovl + O'UQ = O, 4’U1 + 1’1]2 = 0, V1 = <_4> ,
2-3 0 vy _ (0 - B (0
( 4 3—-3 ) <U2>—<0) = —1lvy +0v2 =0, 4v; +0v3 =0 U1—(1>

Igy az eredeti A matrix sajtrendszere:

1 0 0
)\1:2, U] = —4 s )\2:3, Vg = 1 s )\3:5, U3 = 0
0 0 1
Ekkor a v; vektorokbol keszitett
1 00
S = (0y,09,73)=| —4 1 0
0 0 1

matrix diagonalizalja A-t:

STYAS = D = diag(\i, Mo, A3),

1 0 0 2 00 1 0 0
A=8SDS™'=| -4 1 0 03 0 -4 1 0
0 0 1 0 0 5 0 0 1
Mivel A3 = (SDS1)13 = SD3S~1 igy
9 1 0 0 213 0 0 1 00\ /9
AB 8= -4 1 0 0 3B 0 -4 1 0 8
7 0 0 1 0 0 513 0 0 1 7
Megjegyzes: Ha valaki nem veszi eszre a blokk strukturat, akkor mindez direkt modon is kiszamolhato:
2—A 0 0
O—det(A—XE)=| 4 3-X 0 :(2—)\)‘36)‘ 5EA ,
0 0 5— X\
A =2, Ay=3, \3 =5.
Ekkor a sajatvektorok egyenletei:
2—-2 0 0 V1 0
0=(A—2E)p = 4 3-2 0 v | =1(0],
0 0 5—2 V3 0
2—-3 0 0 vy 0
0=(A—2E)s, = 4 3-3 0 v | =1(0],
0 0 5—3 V3 0
2-5 0 0 vy 0
0=(A-2E)v; = 4 3-5 0 va | =10
0 0 5—5 V3 0



A3(9,8,7)T ugy is kiszamolhato, hogy az 7 = (9,8,7)7 vektort felbontjuk a sajatvektorok linearis kombinaciojakent:

9 1 0 0
81 =9 -4 +441|1]+7]0
7 0 0 1
Ekkor
9 1 0 0
AP |8 =92 | —4| +44-38 1] +7-52 (0
7 0 0 1
2. (743 pont) Legyen
4 2 5
A= 1 2 3
2 3 5
Szamold ki pivotalassal A inverzet! Ellenorizd az eredmenyed!
Megoldas:
ay az a3z €1 €2 €3 ay ag as €1 () €3
ee 4 2 5 1 0 0 ee 0 -6 -7 1 -4 0
e2 1, 2 3 0 1 0 " oar 1 2 3 0 1 0 ’
es 2 3 5 0 0 1 es 0 -1, -1 0 -2 1
ay; az as €1 €9 €3 ay ag as €1 €9 €3
ee 0 0 -1, 1 8 —6 a3 0 0 1 -1 -8 6
aqz 1 0 1 0 -3 2 |’ a 1 0 O 1 5 -4
aa 0 1 1 0o 2 -1 aa 0 1 O 1 10 -7
Ebbol
1 5 —4
A7t = 1 10 -7 |,
-1 -8 6
ahol a pivottabla jobbfelen az ags sort legalulra tettuk.
Mennyi
1 0 0 0
4 1 0 0
A= 5 0 1 0
6 0 0 1
inverze?
Megoldas:
1 0 0 0
-4 1 0 O
-1 _
AT = -5 0 1 0
-6 0 0 1
3. (5+5 pont) Legyen
1 2 3
A= 2 5
2 3 5
Szamold ki pivotalassal det(A)-t!
Megoldas:
a1 a2 as al an as aiy Qg as a1 a2 as
€1 ]-p 2 3 aq 1 2 3 al 1 0 1 al 1 0 0 _
ez 4 2 5 || e 0 6 7| |e 0 0 -1, | |a o o 1| dA=-1
e3s 2 3 5 es 0 -1, -1 aa 0 1 1 aa 0 1 0

Itt det(A)-t a kovetkezokeppen kapjuk meg: Osszeszorozzuk a pivotelemeket, illetve az utolso pivotttabla
permutaciomatrixahoz tartozo (—1)Pe7e¢ faktort. Esetunkben az (1,2,3) — (1,3,2) permutacio paratlan (vagyis

paratlan szamu elemparcsere allitana elo), igy

det(A) _ 1p A (_lp) . (_11)) A (_l)paratlan egesz szam __

—1.



Legyen

Ird fel ezen matrix A = LU felbontasat!

Megoldas:
2 21 1 00 2 21
A=1 01 3 |=LU=|x* 1 0 *x =
4 3 5 x o+ 1 0 0 =
Ekkor
2 21 1.sor 1 0 0 2 21 2 2
01 3 | — | Il.sor—(0/2)-1.sor | =|—(0/2) 1 O 01 3 |=(0 1
4 3 5 I1I.sor —(4/2)-I.sor —(4/2) 0 1 4 35 0 -
Ebbol mar tudjuk, hogy
1 0 0 2 21
A=LU=((0/2) 1 0 0 1 3
(4/2) = 1 0 0 =«
Tovabba
2 2 1 I.sor 2 21
0o 1 3 | — I1.sor =10 1 3],
0 -1 3 II1I.sor —(=1/1)-II.sor 0 0 6
igy
1 0 0 2 21
L=1(0/2) 1 0], U=10 1 3].
(4/2) (-1/1) 1 0 0 6
Valoban:
2 21 1 0 O 2 21
A=LU=|1 0 1 3 |=(|0 1 0 0 1 3].
4 3 5 2 -1 1 0 0 6
Megjegyzes: Miert mukodik ez az eljaras?
1 0 0 1 0 0 2 21 2 21
lliA=10 1 0 —(0/2) 1 0 01 3 |=1013]=U
0 —(-1/1) 1 (4/2) 0 1 4 3 5 0 0 6

Igy

10 0\ /1 0 0\ /2 2 1 1 0 0\ /2
A=07110 = ((0/2) 1 0) (0 1 0) (0 1 3) = ((0/2) 1 0) (0
4/2) o 1/ \o (-1/1) 1/ \0o 0 6 (4/2) (=1/1) 1) \0o

Itt az ¢; "0, " szorzat extra szamolas nelkul megkaphato:

10 o0\ " 1 0 0 1 ooN"' /1 0 0
a 10| =|-a 1 0], 010 =[o 1 o
b 0 1 b 0 1 0 ¢ 1 0 —c 1

1 00\ /1 0 0 1 0 0

—a 1 0 0O 1 O0)=|—-a 1 0

-b 0 1 0 —c 1 b —c 1

—_

w W



