1. TANTARGYLEIRAS

Tantdrgy neve: Tantdrgy Neptun kédja: GEMANO015M

DIFFERENCIALEGYENLETEK GEIK,
Matematikai Intézet

Targyfelelos intézet: Miskolci Egyetem,

Tantdrgyelem: kotelez6 (MSc térzsanyag)

Tdrgyfelelos: Dr. Varga Péter egyetemi docens
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A tantargy feladata és célja:

A tantargy célja a kalkulusban megtanult modszerek alkamazasa dinamikai
rendszerek leirasara. A hallgatokkal a kurzus megismerteti a DE-k megoldasi
modszereit (numerikus és szimbolikus médszerek). A kurzus kiilonos
hangsiilyt fektet a homogén és inhomogén linearis DE rendszerek megoldasara.

A tantargy tematikus leirasa:

Kozonséges és parcidlis differencidlegyenletek. Els6rendd differencidlegyenletek
geometriai interpretacidja.

Numerikus médszerek (Euler, Heun), a megoldas Taylor sorfejtése,
Taylor polinomok hibabecslése.

Homogén linearis differencidlegyenletrendszerek. Sajatértékek és sajatvektorok.

Matrixok exponencidlis fiiggvénye. Komplex exponencidlis fliggvény.

Nemlinearis DE rendszerek. Linearizalas, stabilitas.

Kezdetiérték feladatok egzisztencia és unicitds tételei.

Inhomogén allando6 egyiitthatés DE (rendszer)-ek. Impulzus és frekvenciavalasz.

Laplace transzformacio és alkalmazasai. Komplex fliggvények vonalintegraljai.

Parcialis DE-k tipusai. Fourier sorok, integralok.

Hoegyenlet és hullamegyenlet.

Laplace operator és egyenlet

A kurzusra jelentkezés médja: a regisztracios héten NEPTUN rendszeren keresztiil.
A tantargy felvételének elofeltétele:-

Oktatasi médszer: Eldadasok, példamegoldd gyakorlatok

Félévkozi szamonkérés modja, kovetelmények: 2 db zarthelyi dolgozat.

Az alairas feltételei a félév soran:

» 2 db zarthelyi dolgozat elégséges szintii teljesitése (elégséges szint: 50%),

» az el6adasok legaldbb 60%-anak latogatdsa és a gyakorlatokon legalabb 70%-o0s

részvétel.



A tantargy lezarasanak médja: vizsga vagy megajanlott jegy
Ertékelés (félévkozi teljesitmény ardnya a beszdmitdsndl, ponthatdrok): otfokozatd
értékelés

A félévi érdemjegy szdmitdsa: zarthelyik érdemjegye alapjan, vagy a vizsga érdemjegye
alapjan

Oktatasi segédeszkozok

Kotelezé irodalom:
Rontéo Miklos - Raisz Péterné: Differencidlegyenletek miiszakiaknak Miskolci
Egyetemi Kiadé, 2004.

Ront6 Miklés - Mészdros Jozsef -: - Tuzson Agnes:
Differenciél és integralegyenletek. Komplex fliggvénytan. Variaciészamitas.
Miskolci Egyetemi Kiado, 1998.
Ajanlott irodalom: :
Scharnitzky V.: Differencidlegyenletek, Miiszaki Kényvkiadé,
Budapest, 2006.
Téth J., Simon P.: Differencidlegyenletek, Typotex, Budapest, 2005.
Paul Dawkins: Differential Equations,
http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/DE/DE.aspx



2. TANTARGYTEMATIKA

Differencialegyenletek
Tantargytematika (UTEMTERYV)
Aktuélis tanév 2. félév (tavaszi)

Anyagmérnok MSc, 1. évfolyam 1. félév

Hét

El6adas

1.

Kbzonseges és parcialis differencialegyenletek. ElsGrendi
differencialegyenletek geometriai interpretacioja.

2. | Numerikus moédszerek (Euler, Heun), a megoldas Taylor sorfejtése,
Taylor polinomok hibabecslése.

3. |Homogén lineéris differencialegyenletrendszerek. Sajatértékek és
sajatvektorok.

4. | Matrixok exponencidlis figgvénye. Komplex exponencialis figgveny.

5. |Nemlinearis DE rendszerek. Linearizalas, stabilitas.

6. |Kezdetiérték feladatok egzisztencia €s unicitas tételei.

7. |ZH 1.

8. |Inhomogén allando egyutthatos DE (rendszer)-ek. Impulzus és
frekvenciavalasz.

9. |Laplace transzformécio és alkalmazasai. Komplex figgvények
vonalintegraljai.

10. |Parcidlis DE-k tipusai. Fourier sorok, integralok.

11. |Hbéegyenlet és hullamegyenlet.

12. | Laplace operator és egyenlet

13. |ZH 2.

14. |POtZH.




3. MINTA ZH 1.

Differencialegyenletek. ZH I.

¥ =flz,y)=z-y

Mennyi y” es y”" 7 Ird fel y harmadrendu Talor polinomjat az = 0 pont korul, ha y(0) =5!

f(@)=1/z, 20=2

Ird fel f-nek a linearis f(xo+Axz) = Th(z0+Ax) kozeliteset, ha Az = 0.1! Mennyi max.e[zq,co+aq] | [ (2)]
? Adj felso korlatot a kozelites |hiba(Az)| = |f(zo + Az) — Ti(xo + Az)| hibajara!

3. Alkalmazd az Euler, illetve a Heun modszert a kovetkezo DE-ekre Az = 0.1 lepeskozzel az y(2) = 3 kezdeti
feltetel mellett!

Y =fla,y)=z-y

Mit josolnak ezek a modszerek y(2.1)-re?

4. Rajzold le az y’ = f(y) DE iranymezojet es a megoldasgorbeit! Keresd meg a DE fixpontjait es ird fel a
fixponttol valo elteresre vonatkozo DE linearizalt alakjat! Vizsgald meg a fixpontok stabilitasat!

Y =y(1—y)(1+y).

5. Legyen

2l d
A:<03>, Y= y0)=v

DE-t! Ird fel az altalanos, illetve a partikuralis megoldast! Vizsgald meg az y = 0 fixpont stabilitasat!
Mennyi exp(zA) ? Ird fel a partikularis megoldast e*# segitsegevel!

6. Keresd mag az A matrix sajatertekeit es sajatvektorait!

G 3)

Mennyi exp(zA) ?



A MINTA ZH MEGOLDASA

Differencialegyenletek. ZH I.

¥ =flz,y)=z-y

Mennyi y” es y”" 7 Ird fel y harmadrendu Talor polinomjat az = 0 pont korul, ha y(0) =5!

" 9 N P 9\
Y —(&*‘fafy)ﬂ Y _<%+f87y> b

Megoldas:

tehat

y'=-z+y+l, y'=az-y-1,
y(0) =5, §(0) = £(0,5)=0-5, y"(0)=—0+5+1=6, y"(0)=0-5-1=—6,

6 —6
y(z) ~ 5 — bz + ixz + gavd

f@)=1/z, mo=2;

Ird fel f-nek a linearis f(zo+Axz) ~ Ti(xo+ Az) kozeliteset, ha Az = 0.1! Mennyi max ¢z z0+a] /" (2)]
? Adj felso korlatot a kozelites |hiba(Ax)| = | f(zo + Ax) — Ty (zo + Az)| hibajaral

Megoldas:
1/(240.1) = 1/2 — 1/2%- 0.1 4 hiba(0.1)
. 1 1 1
|hiba(0.1)| < iA:czmang[,,m_,}n_,_Ax]\f”(z)| = 50.12max15[2,2+0_11| -1/2% = 50.12 -1/4

3. Alkalmazd az Euler, illetve a Heun modszert a kovetkezo DE-ekre Az = 0.1 lepeskozzel az y(2) = 3 kezdeti
feltetel mellett!

Y =flz,y)=x—y;

Mit josolnak ezek a modszerek y(2.1)-re?
Megoldas:

Euler: y(21)=~y(2)+(2—-3)-01=3+(-1)-0.1=2.9,
y(2.2) ~ y(2.1) + (21— 2.9) - 0.1
Heun: ky=f(2,3)=2-3=—1, ky=f(2+0.1,3+ f(2,3)-0.1) =2.1—29=—0.8,

y(2.1) ~ y(2) + = (k1 + ko) - 0.1 =3 + %(—1 ~0.8)-0.1.

1
2



1. Rajzold le az y' = f(y) DE iranymezojet es a megoldasgorbeit! Keresd meg a DE fixpontjait es ird fel a
fixponttol valo elteresre vonatkozo DE linearizalt alakjat! Vizsgald meg a fixpontok stabilitasat!

¥ =y —y)(1+y).
Megoldas:
Y =Ffy=y1l-yA+y =+y—¢°
f'(y) = %f(y) =1-3y?. A fixpontok:
=0, y2 =1, ys=—1,
Jn)=f0)=1-3-0=1>0, f)=-2<0, F(-1)=-2<0.
f! elojele alapjan az vy, y2, ys fixpontok stabilitasa: instabil, stabil, stabil.

A linearizalt egyenletek a fixpontok korul:

d d d d d d
E(y,o) = %Ayl = 1Ay, %(Zﬁl) = EAyz = —2-Ayps, E(y*(*l)) = EA?JL’. = —2-Ays,
2. Legyen

2l d
A:<03>, wy=A, y0)=v

DE-t! Ird fel az altalanos, illetve a partikuralis megoldast! Vizsgald meg az y = 0 fixpont stabilitasat!
Mennyi exp(zA) ? Ird fel a partikularis megoldast e®# segitsegevel!

Megoldas:
2=1
=(43)

Sajatertekek: \; =3, A2 =2 . Sajatvektorok:

() ()

1 1
Yarr(x) = ) Cie*®v; = Cye*® ( 1 ) + Coe™ ( g )

Az altalanos megoldas:

Ha
0

- (8)-(2)-<()en(2)

akkor a partikularis megoldas
1 i
ypart(x) i 4631 < i ) + (_1)621 ( 0 )

Mivel mindket sajatertek valos resze pozitiv, igy az y = 0 fixpont instabil.
Az xA matrix exponencialis fuggvenye:

$4_ _#SDS™ _aaDa-1_ [ 1 1 e 0 0 1
el il _<10><0 e J\1 -1

Ennek segitsegevel a partikularis megoldas az

Ypars(x) = €4 < i )

alakban irhato fel.



. Keresd mag az A matrix sajatertekeit es sajatvektorait!

G 3)

Mennyi exp(zA) ?
Megoldas:

Sajatertek:
2— X

O:det(Af)\E):‘ B 23,\‘

Az egyetlen sajatvektor:

G020 = €)-6) we==-0)

2z 0 0 3 2z -0 0 3
exp (zA) = exp K [;t 2x> + (0 Or)} = exp (6’3 Qx) - exp (0 Sj)
i ofe?® 0 1 5.0) i 0 3z i 1(0 3z 2 e e 0 L 8z\  {e® 3ze®
a0 0::1 0--0 2114 0 N0 e 0 1) \0 e

Itt az elso, exp(C + D) = exp(C) - exp(D) tipusu atalakitast azert lehetett elvegezni, mert esetunkben
[C,D]=CD — DC = 0 volt:

e85 0 031:_031:6210_00_0
0 e/ \0 D 0 0 0 e®) N0 0T

Az utolso elotti atalakitasnal pedig azt hasznaltuk ki, hogy

() (s (0 8-

exp (zA) :







4A) (5 pont)
y = —y? + 4.
Keresd meg a DE fixpontjait!

Ird fel a fixpontok koruli linearizalt kozelito DE-t!

Ha y(0) = —0.5, mennyi
limy o0 y(x) = limg s oo y(I) =

Vazold a DE megoldasgorbeit!

4B). (5 pont)

0)-
Yy

Keresd meg a DE fixpontjat!

Ird fel a fixpont koruli linearizalt kozelito DE-t!

y1 —4)(y2 + 3).

Lev. Dift. Egy., 2019.05.18. NEPTUN: :

Név: Alairas:

A) y" — 9y = (e! — 4)%, y(0) =2, y(0) = 3. Mennyi Y (s)? (L(t") = -27)

Hogy nez ki Y (s) parcialis tort felbontasa?

Mennyi y(t) 7

B1) Mi az y"(t) = 9y(t) + d(t) DE retardalt fundamentalis megoldasa?

B2) Mi az y"(t) = 9y(t) + f(t), y(t) = f(t) =0, hat << 0 DE megoldasa?



2. (442+4 pont) Legyen

Keresd meg A sajatertekeit es sajatvektorait!

Ird fel a DE altalanos megoldasat!

Legyen

Szamold ki a DE partikularis megoldasait!

(

yh
Y

)

<y1 (0)

y2(0)

<3y2
2y3

)=

13
77

)

)

Al
Y2

).

3. Legyen f(t) =4, g(t) =t. Mennyi h(t) = (f *g)(t) ?

Mennyi L(h) — L(f)L(g) ?

3. Legyen

()= ()= (2)

Mennyi et4 ?

Mi az elozo DE partikularis megoldasa az (y1(0),y2(0))” = (4,5) kezdeti feltetel mellett?



ev. Dutf By | 2019 05 18 NEPTUN

Alairas

W2 D+ (3+1)) pont

A S,f—’ -~ '\Q" - |\-“ y‘\\“ =2, !I”\O) _ 3. Mvnnyi }{\))
X a f‘ C - L)
i .’g‘
C \ A - ‘ . ¥ FO
\ §-13) ~ \T (1) { £-1 J
\ 1 4 ' 4'[) “!
{5 = =— | 25+3+4 =, 87, + T |
- (L9 | a- ! |
Hogy nez ki Y (s) parcialis tort felbontasa? 8 (§+ 3)(5-3 )
/ A E & " D_ " E
(== v Y T cCa™ T
L $ 45 =3 - 3=
Mennyi yit) ? - 2 ¢ t
| - =3 & 7t p° 2+ C
()= A I S

IB1) Mi az G”(t) = 9G(t) = &(t) DE retardalt fundamentalis megoldasa?

+t <0 :-’\*):O .
+ 20 G(o*)-G6(o) =0, Gt )= 60 =1
. ‘ 1t -
+ 50 Gl = 9GH) = Gi4)= At +0 e
) ha +<0
1)= |

he t>0

1B2} Mi az y"(t) = 9y(t) + f(t). yit)y = ft) =0, hat << 0 DE megoldasa.

t ¥
' s ,I; n)‘{
-t @) dt = 3 (¢
tf- ) W o O

Wy, g
A
e ~ \_ A 3¢ ¢ -3t
2 —7 il = — 0 _ —
s Gl = € ~ €
R b 6
- (=Tl -
{ ' f ' 2+ 171 1
- X ! ' =



1A) (5 pont)
vV = -y? +4.
Keresd meg o DE fixpont jaat!

- ‘f- 1"1‘ () ://# 5 ol i ‘y,-"-‘ 7

Ird fel a fixpontok koruli hnearizalt kozelito DE-t!

776 )

B Y Ty ‘
« fv o ‘/ 14 o
’ Y /( ) ;
' J L § 4 !__F. t:i .\’ ‘—“-FI'
:,J;'- u\/-(ﬂl*ﬁﬁf‘:‘gl(zm/ ;‘f(/ 2) qt R =4
& =4l
Ha y(0) = -0.5, mennyi
limg o0 y(r) = 7 lim:—b-ocy(I)= —2 P S
= 1 POn{"‘

Vazold a DE megoldasgorbeit! Y
1 T \ \ \
e L N, ., T T

2 = ‘

) L # 4 2 pout )
(14 12 i — — {
-7 il l /_
oty — e & 5y \ ™~ T\ ~
4B). (5 pont)
{ (y1 — 4)(y2 + 3)
(gélz) B ( ! (5—y12)- )

Keresd meg a DE fixpontjat!

(1= 4)12x3) =0 }—* (5-4)(y,43) =0 —> Yy =~
» -5

> (i)
Ba:(ﬂ>

Ird fel a fixpont koruli linearizalt kozelito DE~t]!)]
r - o ~ “
Jy, (u'- 43 ‘h*ﬂ) Jy]([‘h “10 e )

House) oplswl

- ][5 iJF%);(O* KT')
= : “1-10 Oy,
D (7” l/l'(—” Tt \




2. (342+2+3 pont) Legyen

b

veresd meg A sajatertekeit es sdJlt\kaur ait!

Ird fel a DE altalanos megoldasat!

0t 1

1 “-X_t.’ '\
= | N

( I
v,

?é-if (* ) oL b

Legyen

Szamold ki a DE partikularis megoldasait!

)¢

:Sya) y (m) .
2 Y2

(Cu+3v=0
V= \{'D y = - ("J*J'

g d
| _i(dj-fj.qﬁ){!_é
(5 )-cul ) () Rt
|33 ] (13 i ! %(ﬂ“ﬂ o

c (‘ h 5 3 61:%(43*;1\@)
: o A (13330
L g = ;? z Cl- 1( L
Mennyi ' ?
O ST et = =
A fo-d O ] !_ :1 A ji\
P ) 1{ {J _miJ | ‘FZ: MP' J
o :/ {'f/-; J O i bt N




(24 D+ 3+ 143 pont)

da. Legyen JU8) = £, g(t) = (4 = 1), Monnyi h(t) = (f = )(1) ?

SAER RS R TIR R SR RS S TR A ARl R
(]t s FLTEL
t b+t ,} P o ')]( b et

Mennyi £(h) - C(NL(g)

~ g ! A ( l
i t /e P, - (- r
v | ; Valobam: = 2 2 S . T U
= | , { o lamat iki_;_;“;‘" ) . / { JLite O &'«—4 + 7 -(, 3 5\ 72 _5‘

3b. Lugyen

(U;) - (—2y1 +3yg) _a(n) _ -2 s ] [Y: f
v 22 )" N\w) T 0 -2Jl Yy |
Meunyi et4 ?

LA I ) =24 o] [0 141 _
: 'GKF 0O =24 :\yf [ O -u¢ + o o

1t 0

= J.‘yP[ - —‘2{]‘ QY(J[ O 1t _ :[?LLI
L
e [W(,S JeL (0 10 )

e_lf ']‘I‘Q-QP
[ D) {\'?.f

=

(1

Mi az elozo DE partikularis megoldasa az (y;(0), y, (0)7 = (4, 5) kezdeti feltetel welfatt?
7 E i 2t Ll

~ ¢ 1e § "t 1
it = [ T [ : [ (4 45{)5
Q 0 5 G poLE

3¢ Legyen f € L? ({ m, w|, dr) egyenlo nullav

aval, ha : , ; .
Py = (VIR 5y frens ? ‘ a1 <1, amugy meg legyen az erteke ketto. Meumi fs. ha
—a N

< Sx 1 T
A ’ _) ~ L. 15’\ i
b % g g= fly)dn = B fc T g = s [ L
’ :‘j eTi i ), H \fiT — J 4

i

1 [T eS| A
R ' | _c -
ln P ot



