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1. BEVEZETES

A disszertaciomban a durva halmazokon alapulé altaldnosabb modellekkel
foglalkozom, amelyben azok hal6elméleti tulajdonsagait és alkalmazasi lehe-
tGségeit targyalom. A témavalasztas mogott sokrétid motivacio all, személyes,
szakmai és lehetGségbeli megfontolasok egyarant szerepet jatszottak benne.

Korabbi tanulmanyaim soran mindig a matematika és az informatika vol-
tak azok a targyak, amelyek leginkabb érdekeltek. A két témateriilet a szami-
tastudomany altal szorosan 6sszekapcsolodik, igy mindenképpen olyan dok-
tori téméat kivantam valasztani, ami jol 6tvozi a matematikat és az informati-
kat, igy esett valasztasom a szamitastudoményra. Ennek egy viszonylag fiatal
szakteriilete a durva halmazok vizsgalata és alkalmazasa. Itt komoly elméle-
ti hattérrel és a szertedgazd alkalmazési lehetGségekkel talalkozunk, tovabba
lehetGséget lattam arra, hogy a matematikai és informatikai, programozoi
ismereteimet a témavalasztas altal tudjam hasznositani és tovabbfejleszteni
is.

Ezenfeliil tudomanyos szempontbél a durva halmazok elmélete rengeteg
lehetséget rejt magaban. Bar az alapmodellt az elmilt évtizedekben atfogod
modon elemezték, megjelentek azonban altalanositott valtozatok is, amelyek
1j kutatési irdnyokat nyitottak meg. Az altalanosabb modellek rendezési
struktirainak vizsgalata egy olyan kutatési résnek szamitott, aminek a be-
toltéséhez hozza tudtam jarulni a témavélasztdsommal. A multigranularis
halmazok esetén példaul szinte alig volt kordbban olyan haldéelméleti elemzés,
ami a ketténél tobb ekvivalenciarelacioval definialt esetet vizsgalta volna. A
fuzzy halmazokkal kombinalt durva halmazok esetén pedig még nem vizs-
galtak részletesen azt, hogy milyen esetekben alkotnak halot, teljes halot,
illetve milyen algebrai-logikai strukturdkat tudunk definidlni rajtuk. Ezen-
feliil a gyakorlati alkalmazhatosag is szempont volt, ami szintén szerteagazo
lehet&ségeket nyujtott. A durva halmazokat korabban sikeresen alkalmaztak
méar adatfeldolgozésra, képfeldolgozasra, adatbanyészati célokra és neuralis
halok bemenetének eléfeldolgozasara. A disszertacioban is targyalt altalano-
sabb durvahalmaz-modellek nemcsak tjszerd alkalmazésoknak nyitnak kaput,
de a meglévs alkalmazésok tovabbfejlesztésének is. Tovabba mind az elmé-
let, mind a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol fontos ismerni, hogy a
vizsgalt modellek milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek. Ez 6sszefiigg azzal,
hogy milyen logikai megkozelitést alkalmazhatunk.

A bevezet§ 1. fejezet tovabbi részében a témakor feldolgozasdhoz sziik-
séges elméleti hatteret ismertetem. A 2. fejezetben a multigranularis durva
halmazok két véaltozatanak (optimista és pesszimista) rendezési strukturait
vizsgalom: feltételeket fogalmazok meg arra vonatkozoan, hogy mikor alkot-
nak hélot, és ez a haldo mikor rendelkezik bizonyos hasznos tulajdonsagokkal,
tovabba optimista esetben vizsgdlom a Dedekind-MacNeille-kiterjesztést is.
A 3. fejezetben a fuzzy halmazokkal kombinalt durvahalmaz-modell egyik val-
tozatat ismertetem, ahol a referenciahalmaz éles (hagyomanyos) halmaz, az
approximéacios tér pedig fuzzy. Megmutatom, hogy milyen feltételek mellett
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rendelkezik ugyanolyan tulajdonsagokkal, mint a hagyoméanyos durvahalmaz-
modell, tovabba vizsgalom a modellben szerepl§ fuzzy halmazok és fuzzy re-
laciok egzakt (definialhat6) halmazai hogyan viszonyulnak egyméshoz, vala-
mint a tartok és magok kozotti kapcesolatot. A forditott esettel — amikor a
referenciahalmaz fuzzy, és az approximécios tér éles — pontosabban, annak
egy altalanosabb valtozataval, a durva L-fuzzy halmazokkal a 4. fejezetben
foglalkozom. Megvizsgalom, hogy milyen tulajdonsagok 6roklédnek az L hé-
l6rél a durva L-fuzzy halmazokra, mikor alkotnak haromértéki FLukasiewicz-
algebréat, valamint bizonyitok egy reprezentacios tételt is. A 5. fejezetben
egy még altalanosabb modellt vizsgalok, ahol a referenciahalmaz és az app-
roximécios tér egyarant fuzzy. Ehhez a modellhez kijelentek és bizonyitok
egy reprezentacios tételt, valamint meghatarozok egy olyan feltételrendszert,
amelyek mellett a fuzzy durva halmazok hélot, illetve teljes halot alkotnak. A
6. fejezetben ismertetek egy képtomoritési eljarast, ami egy korabbi modszer
nagy léptékid tovabbfejlesztése az altalanosabb fuzzy durva halmaz modell
felhasznalasaval.

1.1. HAl6elméleti Attekintés

A haloelméleti, algebrai alapfogalmakat tobb konyv is 6sszefoglalja, ezek koziil
a témakorhoz legrelevansabb koncepciokat tobbnyire a [19], a [16] és a 9]
konyvek alapjan mutatom be. Legyen U egy alaphalmaz, o C U x U pedig
egy rajta értelmezett homogén bindris relicid (a tovabbiakban egyszertien
relacio). Keétféleképpen is jelolhetjiik, hogy az a,b € U elemek p relacioban
allnak egymassal: (a,b) € p vagy infix jeloléssel apb. Azt mondjuk, hogy a o
relacio egy részbenrendezés, ha teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

o reflexiv, azaz apa minden a € U esetén;

e tranzitiv, azaz ha apb és boc teljesiil, akkor agpc is, minden a,b,c € U
esetén;

o antiszimmetrikus, azaz apb és boa csak akkor lehetséges, ha a =0

Azt mondjuk, hogy a o relacié szimmetrikus, ha minden a,b € U elemre aob
esetén boa is teljesiil. Egy relaciot ekvivalenciareldcionak neveziink, ha refle-
xiv, szimmetrikus és tranzitiv. Az el6z6eknél egy-egy tulajdonsagot elhagyva
kaphatunk néhany 14j fogalmat. A reflexiv és tranzitiv relacidkat kvdziren-
dezésnek, mig a reflexiv és szimmetrikus relaciokat tolerancidnak nevezziik.
Legyen most P egy halmaz, < pedig egy rajta értelmezett részbenrendezés.
Ekkor a (P, <) strukturat részbenrendezett halmaznak nevezzik.

Ha egy (L, <) részbenrendezett halmazban barmely két a,b € L elem-
nek létezik infimuma, inf{a,b} (legnagyobb also korlatja) és szuprémuma,
sup{a, b} (legkisebb felss korlatja), akkor azt mondjuk, hogy (L, <) egy hdlo.
Ha L barmely A C L részhalmazanak létezik infimuma, inf A és szuprémuma,
sup A, akkor (L, <) egy teljes hdlo. Héaloban az a,b € L elemek infimumat
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és szuprémumat szoktuk rendre a A b és a V b modon is jeldlni. Hasonléan
az A C L halmaz infimumat és szuprémumat rendre A\ A és \/ A jeloli. Azt
mondjuk, hogy az (L, <) halo disztributiv, ha barmely a,b,c¢ € L elemre az
alabbi két (egymassal ekvivalens) tulajdonséag teljesiil:

aN(bVe)=(aNnb)V(aAec),
aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

Ha egy L teljes haloban barmely kettSsen indexelt x; ; € L elemekre (i €
I,jeJés I, J+#0D) teljesiil, hogy

A(Vi) =V (Am) i
iel \jeJ fiI1—J \iel
akkor azt mondjuk, hogy L teljesen disztributiv hdlo.

A (P, <) részbenrendezett halmazon értelmezett x —~ x leképezést ren-
dezésfordito involicionak (vagy polaritdsnak) [6] nevezziik, ha az alabbi tu-
lajdonsagoknak eleget tesz:

®rSyS~vysS~T,
® ~~v L = X.

Ha egy L halon értelmezhets egy polaritas, akkor azt mondjuk, hogy L
egy polaritdshdlo [6].

Az L halo pszeudokomplementumos hdld, ha van legkisebb eleme (0 € L),
és barmely x € L esetén egyértelmtien létezik egy * € L elem, amire xtAz =0
pontosan akkor teljesiil, ha z < x*. Ekkor az x* elemet az x pszeudokomp-
lementumdnak nevezziikk. Ha az L disztributiv pszeudokomplementumos ha-
loban minden x € L esetén teljesiil, hogy x* V ** = 1, akkor L egy Stone-
hdlé. Ha az L haléonak van legnagyobb eleme (1 € L), akkor az 2t € L
elemet az z € L elem dudlis pszeudokomplementumdnak nevezziik, amennyi-
ben x V z = 1 pontosan akkor teljesiil, ha z > x™. Ha az L halonak egyarant
van legkisebb és legnagyobb eleme, valamint minden elemének van pszeudo-
komplementuma és duélis pszeudokomplementuma, akkor L dupldn pszeudo-
komplementumos hdlo. Amennyiben L egy duplan pszeudokomplementumos
Stone-halo, és az is teljesiil, hogy minden x € L esetén z™ Axztt = 0, tgy azt
mondjuk, hogy L egy dupla Stone-hdlo. Az L duplan pszeudokomplementu-
mos halo reguldris, ha minden z,y € L elemre 2* = y* és at = 2T esetén
x =y teljesil.

Az (L,V,N\,~,0,1) De Morgan-algebra egy (L,V,A) disztributiv halo a 0
legkisebb elemmel és az 1 legnagyobb elemmel, valamint egy ~ rendezésforditod
involuciéval minden x,y € L esetén.

Egy Kleene-algebra [2| egy olyan K = (K, V,A,~,0,1) De Morgan-algebra,
amely kielégiti a kovetkezd (Kleene-féle) axiomat:

A~z <yV ~y, minden x,y € K esetén. (K)

Egy Kleene-algebra akkor teljesen disztributiv, ha az alaphéloja teljesen diszt-
ributiv.
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1.2. Durva halmazok elmélete

A durva halmazok fogalmat Zdzistaw Pawlak vezette be [66]. A fogalom
mogotti motivacid, hogy az egyes objektumokkal kapcsolatos hidnyos isme-
reteket kezelni tudjuk. Az informécié hidnyossaga miatt el6fordulhat, hogy
egyes objektumok kozott tudunk kiilonbséget tenni. Az eredeti durvahalmaz-
modellben ezt egy ekvivalenciarelacio, méghozza egy tgynevezett megkilon-
boztethetetlenségi reldcio reprezentalja, ami azt modellezi, hogy a rendelke-
zéstinkre 4ll6 informaciok alapjan mely elemeket nem vagyunk képesek meg-
kiilonboztetni egyméstol. Az évek sordn a durvahalmaz-modellt tobb meg-
kozelitéssel is altalanositottak és kitejesztették. A durva halmazok fejlédésé-
nek elsg évtizedérsl attekintést ad a [69] md, tovabbi kutatési irdnyokat és
alkalmazasokat pedig a [70] cikk emlit. Eredetileg Pawlak azt feltételezte,
hogy ez a relacié ekvivalencia, de kés6bb tobb mas relacidtipussal definialt
durvahalmaz-modell is a vizsgélat targyat képezte |75, 92, 36, 40, 42, 38, 48,
st binaris relaciot hasznalunk, példaul kvazirendezéseket vagy tolerancidkat
[109, 38, 40].

A durva halmaz a hagyomanyos (éles vagy crisp) halmazfogalom kiterjesz-
tésével keletkezik, ami figyelembe veszi, hogy a rendelkezéstinkre all6 tudas
altalaban nem teljes és sok esetben bizonytalan.

Legyen az A halmaz részhalmaza az U alaphalmaznak és legyen £ C U xU
egy ekvivalenciarelacio. Az (U, E) part approxzimdcids térnek nevezziik, ami-
ben az A halmaz alsd, illetve felsé approxzimdcidjdt (kozelitését) a kovetkezd-
képpen definidlhatjuk:

Ap={xcU||jzxlg CAVAP ={z c U | [z]pNA#0D}, (1.2)

ahol [x]g az € U elemhez tartozo ekvivalenciaosztaly. Az U részhalmazain
értelmezhetiink egy = ekvivalenciarelaciot a kovetkezGképpen:

Az A, B C U halmazokra A = B < Ap = By és A" = B,

Eredetileg durva halmaz alatt ennek az ekvivalenciarelacionak az osztalyait
értettiik. Iwinski [35] nyomén azota mér az (U, E') approximacios térben az
A C U halmazhoz tartozé durva halmazt az (Ag, AF) parral azonositjuk,
amir§l konnyen megmutathatd, hogy ekvivalens az eredeti definicioval. A
dolgozat tovabbi részében én is ezt a megkozelitést fogom hasznalni.

Az FE ekvivalencia osztalyainak unidjaként kapott halmazokat E-definidl-
hato halmaznak, vagy egzakt halmaznak nevezziik. Itt érdemes megjegyezni,
hogy ha A egy E-definidlhaté halmaz, akkor Ap = A¥ = A.

Ekvivalenciarelacio helyett tetszéleges R € U x U relaciora értelmezhetjiik
az approximacios operatorokat:

Ap={r €U | R(z) C A}, AR ={zx c U | R(z) N A # 0}, (1.3)

ahol x € U esetén R(zx) = {y € U | (z,y) € R}. Ekvivalencia esetén
R(x) = [z]g. Jelolje A¢ az A C U halmaz komplementerét, azaz A° = {z €
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U|x¢ A}. Kénnyen lathato, hogy
(A7) = (A%)g és (ARp)° = (A" (1.4)

Az U alaphalmazon és R reléciora értelmezett durva halmazok Osszességét
RS (U, R) jeldli, amin a komponensenkénti tartalmazas altal értelmezhetd egy
részbenrendezés:

(AR,AR) < (BR7BR) -~ AR C Bpg és AR - BR. (15)

Altalanossagban véve (RS(U, R), <) egy részbenrendezett halmaz, aminek a
legkisebb eleme (), }), legnagyobb eleme pedig (U, U). Ertelmezhetiink ezen
a halmazon egy ~ rendezésfordité involiciot is:

~ (Ag, A%) = ((A%)R, (A)") = ((A")", (AR)") - (Inv)

Az dsszes also approximdcid halmazdt P(U)g, az osszes felsd approximdcid
halmazdt pedig P(U)% jeloli. Ismert, hogy P(U)g és P(U)® dudlisan izomorf
halok, tovabbéa az is, hogy amennyiben R egy kvézirendezés, tgy P(U)rg,
P(U)E 6s RS(U, R) teljesen disztributiv halok.

1.1. Tétel (76, 14]). Az E € U x U ekvivalenciareldcio esetén
(RS(U, E),V, N\, ~,(0,0),(U,U)) egy reguldris dupla Stone-hdldt alkot.

1.3. Informacios rendszerek

Az informdcids rendszer [14] egy S = (U, A, (Va)aca) harmas, ahol U egy
nemiires objektumhalmaz, A egy nemiires véges attribitumhalmaz, és (V,)aea
egy indexelt attributumérték-halmaz. Minden attribatum egy a: U — V,
fiiggvényként értelmezhetd, amely minden v € U objektumhoz hozzarendeli
az a(u) € V, értéket. A gyakorlatban elgfordulhat, hogy egy objektumhoz tar-
tozd egyes attributumeértékek hianyoznak vagy ismeretlenek (ezeket gyakran
* szimbolummal jelolik). Az ilyen informécios rendszereket nevezziik hidnyos
informdcios rendszereknek. Barmely a € A attribatum és barmely nemiires
P C A halmaz esetén az alabbi ekvivalenciarelaciokat definialjuk:

Ind(a) := {(z,y) € U* | a(z) = a(y)},
Ind(P) := {(z,y) € U? | a(r) = a(y), minden a € P},
Ha (z,y) € Ind(a), akkor azt mondjuk, hogy = és y megkilonboztethetetlen az

a attribitum alapjin. Ha (x,y) € Ind(P), akkor = és y megkilonboztethetetlen

a P attribitumhalmaz alapjdn. Nyilvanvalo, hogy Ind(P) = () Ind(a), és ha
a€P

P C @ C A, akkor Ind(@)) C Ind(P). Tovabba barmely P, C A (ahol
1 <i < n) attributumhalmaz-rendszer esetén

Ind (O Pi> = ﬁ Ind(F;).

10
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Val6ban, hiszen

(Vd(P) = (Y{(,y) € U* | ax) = a(y), Ya € P}

i=1

= {(z,y) € U? | a(x) = a(y), Va € UR} = Ind (U H-) ,

i=1

1.4. Fuzzy halmazok és fuzzy relaciok

A fuzzy halmazok elméletét Lotfi Zadeh vezette be [112]. Az A fuzzy halmazt
a a2 U — [0,1] tagsdgi figguénnyel tudjuk megadni. Az z € U elemre
nézve a pa(x) = 1 tagsagi érték azt jelenti, hogy az z elem teljes mértékkel
beletartozik A-ba, mig a pa(x) = 0 tagsagi érték azt jelenti, hogy az x elem
nulla mértékkel tartozik A-ba. Azt mondjuk, hogy az A fuzzy halmaz véges
értékkészletd, ha az (éles) {ua(x) | x € U} halmaz véges. Az U alaphalmazon
értelmezett fuzzy halmazok Gsszességét jelolje F(U).

Az U alaphalmazon értelmezett R (bindris) fuzzy reldcio egy U x U halma-
zon értelmezett fuzzy halmaz, tehéat a tagsagi fiiggvénye pg : U x U — [0, 1].
Azt mondjuk, hogy az R fuzzy relacionak véges értékkészlete van, ha az értékei
altal meghatéarozott {ugr(x,y) | x,y € U} (éles) halmaz véges.

A kés6bbiekben a jelolések egyszertisitése érdekében elGfordulhat, hogy
egy fuzzy halmazra vagy fuzzy relaciora csak a tagsagi fiiggvényével hivat-
kozom, pl. az f : U — [0,1] fuzzy halmaz, a 0 : U x U — [0, 1] fuzzy
relécio.

Egy fuzzy hasonldsdgi reldcio (méas néven fuzzy ekvivalenciareldcio) egy
reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv fuzzy relacié. Fuzzy relaciok esetén a ref-
leziv tulajdonsdg azt jelenti, hogy pgr(z,z) = 1 minden x € U esetén, a szim-
metria pedig azt, hogy pg(z,y) = pr(y, ) minden x,y € U esetén. Eleinte
akkor neveztek egy R fuzzy relaciot tranzitivnak, ha min(pg(z,y), pr(y, 2)) <
wr(x, z) teljesiilt minden z,y,z € U esetén [113]. Kés6bb ezt a fogalmat al-
talanositottak a t-normak alkalmazasaval [99]. A ([0, 1], <) haloéban a ~ z :=
1 — x miveletet definidlva egy teljesen disztributiv Kleene-algebrat kapunk.

A hdromszognorma (réviden t-norma) egy olyan monoton névekvs, kom-
mutativ és asszociativ 7: [0,1]> — [0,1] leképezés, amelyre minden = €
[0, 1] esetén teljestil, hogy T(1,z) = T(xz,1) = x. A T t-normat pozitivnak
nevezziik [5], ha x,y > 0 esetén T (x,y) > 0. A ur: U* — [0, 1] fuzzy relacio
T -tranzitiv, ha

T (pr(z,y), ur(y, 2)) < pr(z, z), minden x,y,z € U esetén.

Ha az R fuzzy relaci6 reflexiv és T-tranzitiv, akkor fuzzy T -kvdzirendezésnek
nevezziik. Ha az R fuzzy relaci6 reflexiv, szimmetrikus és T-tranzitiv, akkor
T -ekvivalencianak, vagy fuzzy T -hasonlosdgi reldcionak nevezziikk. Amikor
T (x,y) = min(z,y), akkor szokas siman fuzzy hasonldsdgi reldacionak is ne-
vezni. Jol ismert, hogy a minimumnorma egy pozitiv {-norma, amellyel a

11
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korabbi tranzitivitasi fogalmat kapjuk. Minden 7 t-norma kielégiti minden
x € L esetén, hogy T (z,0) = T(0,z) = 0. A legismertebb t-normék a kovet-
kezdk:

e a szokdsos minimum operdtor: T (x,y) := min(z,y);

az aritmetikai szorzat: T (x,y) = x - y;

a Lukasiewicz t-norma: T (z,y) := max(0,z +y — 1),

min(z,y), ha z =1 vagy y = 1;
0, egyébként.

a drasztikus t-norma: T (z,y) = {

A T t-normat (balrél) folytonosnak nevezzik [25|, ha fiiggvényként balrol
folytonos a szokésos [0, 1]? intervallumtopologidban. Szokés még a t-normékat
infix modon is jeldlni, példaul a ®: [0,1]> — [0,1] t-norma esetén ®(x,y)
helyett irhatjuk, hogy = ® y.

Az @ hdromszdg-konorma (réviden t-konorma) [84] egy kommutativ, asszo-
ciativ és monoton névekvs binaris mivelet a [0, 1] intervallumon, amely min-
den z € [0, 1] esetén kielégiti, hogy 0@z = @0 = z. A & t-konorma (balrdl)
folytonos [25], ha figgvényként balrol folytonos a szokésos topologidban.

12
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A durva halmazok modelljére lehet gy tekinteni, hogy egyetlen szakérts vé-
leményét tiikrozik arrél, hogy melyek a megkiilonboztethetetlen elemek. A
multigranularis durva halmazok modellje ezzel szemben jelentheti azt, hogy
egy halmaz approximéacidinak meghatarozasakor egy szakérts értékelése he-
lyett tobb szakérts megallapitasat is figyelembe vessziik. Igy az objektumok
megkiilonboztethetetlenségét nem csak egyetlen ekvivalenciarelacio fogja ki-
fejezni. Ennek modellezésére két elterjedt megkozelitést adnak az optimista
és a pesszimista multigranuléris durva halmaz modellek.

Tegyiik fel, hogy tobb "szakérténk" vagy tobb informécids rendszeriink
van, és mindegyik egy megkiilonboztethetetlenségi relaciot hataroz meg az U
alaphalmaz elemein. Ennek a megkozelitésnek a lényege, hogy aggreaguljak
ezekben az ekvivalenciarelaciokban rejlé informaciot, hogy ezéltal kétféle alsod
és fels approximaciot képezziink, majd ezek felhasznalédsaval durva halmazo-
kat definidljunk. A durva halmazok multigranuléris altalanositésa a kozelmult
kutatasainak szintén kézéppontjaban allt. A multigranularis durva halmazok
topologiai tulajdonsagait elemezték példaul a [98] és a [97] cikkekben. A
[105] munkaban a szerzék a toleranciarelaciokon alapulé multigranularis dur-
va halmazokat vizsgaltdk. A dontéselméleti durva halmazok multigranularis
modelljét a [79] cikkben vezették be és elemezték. A multigranularis durva
halmazok halostruktuarajat targyaltak a [91] és [41] publikdciokban — itt ér-
demes megjegyezni, hogy a [41] cikkben csak két ekvivalenciarelaciot vettek
figyelembe. Jelen disszertacioban a [41] megkozelitését bovitem ki. Jellemez-
ni fogom az optimista és pesszimista durva halmazok rendezési struktirait,
és meghatarozom, hogy mikor alkotnak teljes, illetve teljesen disztributiv ha-
lokat. Emellett megvizsgédlom az optimista multigranuléris durva halmazok
részbenrendezett halmazanak Dedekind-MacNeille-féle kiegészitésének tulaj-
donsagait is. Bemutatok néhény tovabbi megallapitast is, valamint néhény
alkalmazési lehetGséget az informécios rendszerek és ajanlérendszerek teriile-
tén is.

A jovSben szandékomban all ezen alkalmazasokat részletesebben kidolgoz-
ni. Tovabba szeretnék gazdagabb algebrai struktirakat is definialni a mul-
tigranularis durva halmazokon. Példaul tervezziik annak vizsgalatat, hogy
koherens ekvivalencidk esetén lehetséges-e Nelson-algebrak kialakitésa [38],
illetve hogy néhény haromértékid logika szemantikajat modalis kornyezetben
rogzitsiik [12].

2.1. Elméleti Attekintés

Legyenek Py, Ps, ..., P, ekvivalenciarelaciok az U alaphalmazon. Ekkor az
A C U halmaz agynevezett optimista alsé kozelitését 78] a kovetkezképpen
definialjuk:
Asn p={x €U | P(v) C A vagy Py(z) C A vagy ... vagy P,(v) C A}.
(2.1)

13
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Az A halmaz optimista felsd kizelitése az optimista als6 kozelités dudlisa:

AZi:l P = ((AC)Zzzzl PZ_)C . (22)

A tomorség és olvashatosag érdekében a tovabbiakban a ) P; jelolést hasz-
nalom a » ., P, helyett. A kiévetkezs azonossagok kénnyen ellendrizhetdk:

AXP = {p cU | Px)NA#Dés ... és Po(z)NA#D}, (2.3)

AZPZ. = UAPz és AZPZ = ﬂAPZ (24)
i=1 i=1
Fontos megjegyezni, hogy a fenti képletekhez nem sziikséges, hogy a P,
Py, ..., P, relaciok ekvivalenciarelaciok legyenek, tetszéleges U-n értelmezett
binéaris relaciok esetén is alkalmazhatok.
Legyen P(U)>"i és P(U)s p, az 6sszes optimista felss és 6sszes optimista
also kozelités halmaza U-n, azaz legyen

PU)=F = {AZF | ACU} s P(U)sp, = {Asp | ACU}. (2.5

A [91] publikacioban a szerz6k megmutattak, hogy ezek a halmazok megfelel-
nek a P(U)=F ={ACU | A= = A} ésP(U)sp, ={ACU| Ay p = A}
mo6don megadott halmazoknak, tovabbéa bebizonyitotték, hogy a (P(U)=1,
C) ¢és (P(U)s p,, C) részbenrendezett halmazok egymassal dualisan izomorf
teljes halok. A duélis izomorfizmus az A — A€ leképezés altal torténik, ahol
A € P(U)=P. A megfelel6 halomiiveletek alakjat [91] és [41] cikkek tartal-
mazzak. Egy tetszdleges H C P(U) rendszerre

\/ AZPz‘ = U AZPN /\ AZP'L = (ﬂ AZH‘) ) (2.6)
2P

AeH AeH AeH AeH

> P
\/ AP = (U AZP’L) N\ AP = () AR (2.7)

AeH AcH AeH AeH

A pesszimista alsé kozelitést a kovetkezképpen definialjuk [91]:
{r eU| P(x) CAés Py(x) CAés ... és Py(z) C A}. (2.8)
Konnyen lathato, hogy ez a definicié ekvivalens azzal, hogy
{x cU||JP () C A} . (2.9)
i=1

Ezen észrevétel alapjan a pesszimista also kozelitést a A » | p, jeloléssel adhat-
juk meg, ahol |J;_, P; az ekvivalenciarelaciok halmazelméleti uniojat jeloli. A
pesszimista felsé kozelités pedig az alsé kozelités dualisa, és igy AYi=1 % modon
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jeloljiik. Az optimista esethez hasonldan a tomorség jegyében a tovabbiakban
a AUi=1 7 jelslés helyett a AU jelslést alkalmazom.

Helyszin | Paratartalom | Eghajlati 6vezet | Hémérséklet | Csapadék
Ly Magas Tropusi Magas Igen
Loy Kozepes Meérsékelt Magas Nem
Ls Kozepes Meérsékelt Kozepes Igen
Ly Alacsony Meérsékelt Kozepes Nem
Ly Kozepes Tropusi Alacsony Igen
Lg Alacsony Hideg Alacsony Nem

2.1. tablazat. Informacios rendszer a 2.1. Példahoz.

2.1. Példa. Ez a példa a [96] forrdsban taldlhatd példa alapjan készilt. Az
informdcios rendszer hat helyszinrdl tartalmaz adatokat a pdratartalomra, ég-
hajlati 6vezetre, hémérsékletre €s csapadékozdsra vonatkozéan. Az adatok a
2.1 tdblazatban taldlhatok. Az alaphalmaz a helyszinek halmaza: U = {Ly,
Lo, L3, Ly, Ls, L¢}. A pdratartalom alapjin a helyszinek particidi: U/H =
{{L1},{La, L3, Ls},{ L4, Ls}}. Az éghajlati dvezet és a hémérséklet szerinti
particiok rendre U/C = {{Ly, Ls},{La, L3, Ls},{Ls}} és
U/T ={{L1, L2}, {Ls, L}, {Ls, L6} }.

Legyen A a csapadékos helyszinek halmaza, azaz A = {Ly, L3, Ls}. A
halmaznak megfeleld optimista kézelitések:

Apyorr = {L1, Ly} , AT = {Ly, Ly, Ly, L} .

A pesszimista kozelitések:

AHUCUT - ®7 AHUCUT - {L17 L27 L37 L47 L57 Lﬁ} .
A kovetkezd lemma a [41] cikk 2.9. lemmajanak nyilvanvalo kiterjesztése.

2.2. Lemma. Minden A C U esetén:

Ayp, =) Ap, AV =] A7 (2.10)
i=1 i=1
Megjegyezziik, hogy (| P; mindig egy ekvivalenciarelacio, mig |J P; csak
reflexiv és szimmetrikus, azaz egy toleranciareldcid. Bevezetve a P(U)UF: .=
{AUP | AC U} és P(U)yp = {Aypr, | AC U} jeléléseket, a [40] alapjan
azt kapjuk, hogy P(U)YUF és P(U JU P, egymaéssal izomorf, teljes, komplemen-
tumos héalokat alkotnak a C részbenrendezésre nézve.
A kovetkezs ismert lemma implicit médon megtalalhato példaul a [37]
forrasban is.
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2.3. Lemma. Ha P és () ekvivalenciareldciok az U alaphalmazonn gy, hogy
P C Q, akkor minden A C U esetén:

(AP)9 = (A9)F = A9, (2.11)

A tovabbiakban a révidség kedvéért () P; jelolést hasznalom a (., P,
helyett.

2.4. Kovetkezmény. Legyenek Py, P, ..., P, ekvivalenciareliciok az U alap-
halmazon. Minden A, B C U esetén igazak az alabbi dllitdsok:
(i) (AﬂPi)EPi = AX P,
(ii) AN = BNF eseten ALT = B2bi,
(1i1) (Azpi)ﬂpi = AXP ¢s (Azpi)ﬂpi = Ay p, azaz A2 és As-p, defini-
dlhato halmazok az (| P; ekvivalenciareldcio szerint.
Bizonyitds. (i) Tudjuk, hogy (Aﬂp’i)zpi =N, (Aﬂpi)Pj. Mivel minden
j€{l,..,n} esetén N P; C P], a 2.3. Lemma szerint (Anpi)Pj = Al Ez
azt eredményezi, hogy (Anp) =i, Al = A2 P
(ii) Tegyiik fel, hogy ANF = BN Az (i) pont alkalmazaséval azt kapjuk,
hogy AP = (AﬂP)Z (BﬂP)ZP BEP:
(iii) Tudjuk, hogy

Nr; n n
(e =™ = () e Y = fa -
i=1

=1

Ebbél kvetkezik, hogy (AZP)VH =7 AP = AT,

Maésrészt,
n nPi n n n
UAP < AZP) o = <U AP¢> - (Ap)" U@r)™ =JA4n.
i=1 i=1 i=1 i=1
Igy (AZPi)nPi = U?:l Ap, = AZPy [

2.2. Disztributivitas vizsgalata optimista esetben

Legyenek Py, Ps, ..., P, C U x U ekvivalenciarelaciok. Ebben a szakaszban
az (As p,, AZP), A C U kozelitésparokbol allo RS (Y P;) részbenrendezett
halmazt vizsgalom. Az ilyen parokat multigranuldris optimista durva halma-
zoknak nevezziik, és a C relacié szerint koordinatanként rendezziik. Altala-
nossaghan elmondhato az RS (> P;) egy korlatos részbenrendezett halmaz,
amelynek legkisebb eleme (), (), legnagyobb eleme pedig (U, U). Bevezetiink
egy feltételt, ami mellett RS (D> F;) teljesen disztributiv halot alkot:
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(x) Minden x € U esetén létezik olyan k, € {1,2,...,n}, amelyre P, (z) C
P;(x) teljesiil minden i € {1,2,...,n} esetén.

Erdemes megjegyezni, hogy a (x) feltétel azt jelenti, hogy minden z € U
esetén a ({Pi(z), Py(z), ..., P,(x)}, C) részbenrendezett halmazban van egy
legkisebb elem az z-hez tartozo Pj-ekvivalenciaosztalyok kozott (1 < i < n).
Ko6nnyen belathato, hogy a (x) definicioval ekvivalens a kovetkezd:

(%)) Minden z € U esetén létezik egy k, € {1,2,...,n} agy, hogy
Niey Pi(x) = P, (x).

2.5. Allitas. Legyenek Py, Ps, ..., P, ekvivalenciareldciok az U alaphalmazon.
Ha P(U)=F (P(U)s p,) disztributiv, akkor teljesiil a (%) feltétel.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (x) nem teljesiil. Ez azt jelenti, hogy létezik

olyan x € U, amelyre

() Pi(a) # Py(x),

i=1
minden ¢ € {1,2,...,n} esetén. Ezért léteznek olyan ay,as,...,a, elemek,
amelyekre:

n n n

a1 € Pi(x)\(\Pi(x), ax€Py(a)\[\Pilx), ... an€ Pulx)\[)Pi(2).

i=1 i=1 i=1
Nyilvanvalo, hogy

{x}ZP' _ ﬂ{x}P' _ ﬂPZ(gj) = (ﬂ Pi> (x).

i=1 =1
Hasonloan, {a;}= " = (ﬂ B) (a;) minden j € {1,2,...,n} esetén.
i=1

Mivel (ﬂ R-) C P, teljesiil minden g € {1,...,n} esetén, azt kapjuk,
i=1
hogy

(ﬂ R-) (a;)" = Py(ay),
i=1
minden ¢,j € {1,...,n} esetén. Emellett megjegyezziik, hogy P;(a;) = P;(z)
minden j € {1,2,...n} esetén. Most a P(U)X"" | &sszes fels§ approximacio
halmazara a kdvetkez6t kapjuk:

(V5P A (V{aj}ZPi) - (ﬂ PZ-> (z) A (\/ (ﬂ B) (aj)) =
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()er (O 0))) -
@B) () N (gg (Q R) (a])Pq> .

(ﬂﬂ)@ﬂUMMm%mgnﬁwy%»:

=1

(ﬂﬂ)ﬁﬂwﬂmwﬂﬂ@mmm&@»¢@

hiszen mindegyikiik tartalmazza x-et.

Maésrészrol, vegyiik észre, hogy minden j € 1,2, ..., n esetén (ﬂ H) () A
i=1
(ﬂ H> (a;) = 0, ellenkezd esetben <ﬂ R-) (x) = (ﬂ R-) (a;) teljesiilne,
i=1 i=1 i=1

s stz

amibgl kovetkezne, hogy (z,a;) € () P;, ami ellentmond a; definiciojanak,
i=1

miszerint a; € Pj(x) \ (ﬂ H-) (x). Ez azt jelenti, hogy
i=1

{x}=7 A (\/{aj}zpi) = \/ ({z}=F A {a;}2") =

\/ ((ﬂ H) (@) A (ﬂ a) (aj>) 0

Ez ellentmond a korabban kapott eredménynek, miszerint

NEDLEN (\/ ajzp’) # ).
j=1

]

2.6. Allitas. Ha Py,..., P, olyan ekvivalenciarelicick az U alaphalmazon,
amelyek kielégitik a (x) feltételt, akkor minden X C U esetén XXt = XN P
€s XZPi = XﬂPi'
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Bizonyitds. Mivel N P; C By, igy X% C X% minden i € {1,...,n} esetén,
tehat XN C O, XP = X251, Forditva, ha xz € X2 akkor P(v) N X #
() minden i € {1,...,n} esetén. Mivel (N F;) (z) = iz, Pi(2), a () feltétel
alkalmazaséaval azt kapjuk, hogy (N ;) () = Pi(x) valamely k € {1,....,n}
esetén. Abbdl, hogy (N P) (r) N X # 0, az kdvetkezik, hogy x € XN
Alkalmazzuk ezutan az approximéciés parok dualitasat, azaz

X5 p, = <(Xc)ZPZ->C _ ((Xc)ﬂPZ)c = Xpn.
O

2.7. Kovetkezmény. Legyenek P, ..., P, olyan ekvivalenciareldaciok az U
alaphalmazon, amelyek kielégitik a (%) feltételt. Ekkor RS (> P;) egy teljesen
disztributiv reguldris dupla Stone-hdlo.

Egy 7 C P(U) rendszert topoldgidnak neveziink egy nemiires U alaphal-
mazon, ha (), U € 7, tovibba tetszéleges T-beli elemek unidja szintén 7-ban
marad, és véges sok 7-beli elem metszete szintén 7-ban marad. Ha 7 tetszd-
leges elemeinek (akar végtelen soknak) metszete is 7-ban marad, akkor azt
mondjuk, hogy 7-t egy Alexandroff-topoldgia.

2.8. Megjegyzés. A (%) feltétel eldszor (kissé mds formdban) a [91] munkd-
ban jelent meg, ahol a szerzdk bizonyitottak, hogy a P(U)s p, rendszer pon-
tosan akkor alkot topoldgiat U-n, ha (%) teljesil. Azt is megmutattik, hogy
ez az eset ekvivalens azzal a feltétellel, hogy P(U)sp, = P(U)r valamely
R C U x U ekvivalencidra. Mivel barmely R ekvivalencia esetén P(U)r egy
Alexandroff-topoldgia, €s minden Alexandroff-topologia dndudlis, az eredmé-
nyiik tovabb erdsithetd azzal az dllitdssal, hogy (x) pontosan akkor teljesiil, ha
PU)s p, €s P(U)=T Alexzandroff-topoldgidk. Két ekvivalenciareldcid esetére
a 2.5. és 2.6. Allitdsokat [}1]-ban bizonyitottdk.

2.9. Példa. Legyen U = {a,b,c,d}, és legyenek Pi, Py, Py ekvivalenciare-
lacick U-n gy, hogy U/Py = {{a,b,c},{d}}, U/P, = {{a},{b,c,d}} és
U/PS = {{CL, d}v {b7 C}}

Vegyiik észre, hogy ezek az ekvivalencidk kielégitik a (x) feltételt. A 2.1. dbra
mutatja RS (Z?Zl H) Hasse-diagramjat.
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U, U)
o!

& ({a.b.e}, {a, b, c})

o (b, d}, {b,c, d})

({a,d}, {a,d})
o

@

({d}, {b, ¢, d}) O ({b, c}, {b,c})

({0}, {b,c})

({a}, {a})

(@,0)

2.1. 4bra. A 2.9. Példadhoz tartozo halo

2.3. Dedekind—MacNeille-kiterjesztés

A multigranularis durva halmazok altalanossagban nem feltétleniil alkotnak
héalot (még az optimista esetben sem), csupan részbenrendezett halmazt, ezt
demonstralja a 2.10. Példa. Erdemes tehat vizsgalni ennek a részbenrendezett
halmaznak a teljes kiterjesztését.

2.10. Példa. Legyen U = {a,b,c,d}, és legyenek Py, Py, P3 ekvivalenciare-
ldcick U-n, ahol U/Pl - {{CL?ba C}a{d}}7 U/PZ = {{CL7 d}a{ba C}}7 U/P3 =
{{a, b}, {c,d}}.
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2. MULTIGRANULARIS DURVA HALMAZOK

(U,U)

{ab}{(zh(’}) | ({a,c,d},U)

({a,b}, {a,b}) ({e.d}, {c.d})

®.{v})

2.2. dbra. A 2.10. Példahoz tartozé halo.

A 2.2. dbra mutatja a RS (Zle R;) Hasse-diagramyat. Vegyiik észre, hogy
RS (Zle P,-) nem eqy hdld, hanem csak egy korldtos részbenrendezett hal-
maz. Példdaul az (0, {b}) és (0,{a}) elemeknek nincs szuprémuma, mivel két

legkisebb felsd korlatjuk van: ({a,b},{a,b}) és (0,{a,b,c}).

A tovabbiakban kiterjesztem a [41] eredményeit olyan esetekre, amikor
az ekvivalenciarelaciok szama tetszéleges, nem feltétleniil ketts. Legyenek
Py, Py, ..., P, ekvivalenciarelaciok U-n. Minden k € {1, 2, ..., n} esetén jeloljitk
a Py egytagu (,singleton”) elemeinek halmazat a kovetkezéképpen:

Sy = {ZE eU | Pk(I) = {x}}

Ezenfeliil definialjuk a > P;-durva halmazok novekvd reprezentdcicjat az alab-
bi médon:

IRS() P) =
ACBé (B\A)N (OS) _@}.

2.11. Lemma. RS() P;) CIRS(Y_ P).

{(A, B) € P(U)s p, x P(U)="

Bizonyitds. Legyen (Xs-p,, X>%) € RS (3. P,), ahol X C U. Ekkor
(X5 p,, X2274) szintén eleme a P(U)sp, x P(U)=" halmaznak, tovabbé
Xsp, C X2Fi Tegyiik fel, hogy valamely k € {1,...,n} esetén létezik z €
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2. MULTIGRANULARIS DURVA HALMAZOK

(X2 \ Xs-p,) N Sy elem. Ekkor Py(z) = {2} és z € X>F miatt z € X, és
igy Pr(2) C X. Ebbdl adodik, hogy z € Xy p,, ami ellentmond a feltevésnek.
Mivel k tetszdleges volt, ez azt jelenti, hogy (X>F\ Xs-p) N (UL, Si) =0,
vagyis (Xyp, X>F) € IRS(Y. P). O

Legyen adott az {L},c; teljes halokbol &ll6 csalad a nemiires J index-
halmazzal. Ezek direkt szorzata [] jes L egy teljes halo, ahol az egyesités és
metszet miiveleteket komponensenkénti végrehajtassal értelmezziik. Az alab-
bi leképezéseket kanonikus projekcioknak nevezziik:

(%)) jes) = xk, k € J.

Ezek a leképezések tetszdleges egyesitéseket és metszeteket megdriznek, azaz
sziirjektiv teljes homomorfizmusok. A P(U)yp, x P(U)=F direkt szorzat
a természetes rendezésre nézve egy teljes halot alkot, ahol az egyesités és
metszet az alabbi médon adhatok meg:

2B
Vx5, = Ux, (U Yj) 7

jeJ jeJ jeJ

N5 Y5) = (ﬂXa) Y]
jeJ jeJ s p, Jel
minden {(X;,Y; | j € J)} € P({U)sp x P(U)=" esetén. A kanonikus
projekciok m: (X,Y) — X és m: (X,Y) = Y. A P(U)sp, x P(U)=F

szorzaton egy polaritést is értelmezhetiink a kovetkezéképpen:

~ (X, Y) = (Y XO).
Valéban, barmely (X,Y), (4, B) € P(U)yp, x P(U)=Ti esetén a kivetkezsk
teljesiilnek:
~~ (X)Y) = (X,Y),
(4,B) < (X,Y) & ~ (X,Y) < ~ (4, B).

Teljes halok direkt szorzatanak egy teljes alhélojat teljes szubdirekt szorzat-
nak nevezzilk, ha a kanonikus projekciok mind sziirjektiv leképezések. A
tovabbiakban legyen S := (J_, S;. A kovetkezd eredményt a [41] cikkben két
ekvivalenciarelaciora bizonyitottak, azonban a bizonyitas hasonléan torténik
n > 2 kilonb6zd ekvivalenciarelécié esetén is.

2.12. Lemma. (i) IRS() P;) egy teljes szubdirekt szorzata P(U)s p, €s
PU)ET hdloknak.
(ii) IRS (3" P,) egy teljes polaritds-alhdldja P(U)s p, x P(U)>=Fi-nak.

22
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Példaul (ii) igazolhato azzal, hogy barmely (A, B) € IRS () P;) esetén tel-
jestil, hogy ~ (A, B) = (B¢, A°) € IRS (>_ F,).
Valoban, definicié szerint A C B, A = Ay p,, B= B> és (B\ A)NS = 0.
Mivel B¢ = (BX")" = (B°s p, ebbdl kévetkezik, hogy B € P(U)y p,
tovabbd A° = (Ayp)" = (492" € P(U)=F. Nyilvanvals, hogy A C B
esetén B¢ C A° amibdl adodik, hogy A°\ B¢ = A°NB*“=BNA°= B\ A.
Ebbdl (A°\ B)NS = (B\ A)NS = 0. Ezzel igazoltuk, hogy (B¢, A°) €
IRS (3 P).

A kovetkezd definiciokat [20] és [88] alapjan vezetem be. Legyen P egy
részbenrendezett halmaz. Az L teljes halot a P kiterjesztésének nevezziik, ha

létezik v : P — L rendezésérzd bedgyazas. Barmely X C P esetén legyenek
Xt={peP|p>xmindenzr e X}, X' ={pe P|p<z minden z € X},

DM(P)={XCP|X"=X}

Ekkor (DM (P),C) egy teljes halo, amit a P részbenrendezett halmaz Dede-
kind—MacNeille-teljesitésének neveziink. Legyen x € P, és legyen (x| = {y €
P |y < x}. Definidljuk a pu: P — DM(P), u(x) = (x] rendezésérzs beagya-
zast. Ekkor DM (P) a P p leképezés altali kiterjesztése, amely tetszéleges
P-beli egyesitést vagy metszetet megoriz.

Egy T' C P halmazt egyesitéssirinek neveziink, ha minden z € P elemre
letezik X C T tgy, hogy = \/ X. A dudlis fogalom a metszetsird halmaz.
Megjegyzends, hogy a pu(P) képhalmaz mind egyesités-, mind metszetstiri
DM (P)-ben. Tovabbé, ha L egy teljes hélo, és P egy egyesités- és metszet-
stri részhalmaza L-nek, akkor L izomorf DM (P)-vel. Ezenkiviil [88] meg-
mutatta, hogy egy részbenrendezett halmaz minden Kkiterjesztése tartalmaz
egy masolatot a Dedekind—MacNeille-kiterjesztésbdl, igy bizonyitva, hogy a
Dedekind—MacNeille-kiterjesztés az Gsszes kiterjesztés koziil a legkissebb.

2.13. Tétel. RS (> P;) Dedekind—MacNeille-kiterjesztése IRS (D> P;).

Bizonyitds. IRS (> P;) egy olyan teljes halo, ami tartalmazza RS (> P;)-t.
Ez azt jelenti, hogy az IRS () P,;) identitasleképezésen keresztiili kiterjeszté-
se RS (D> P;)-nek. Tehat annak igazolasédhoz, hogy ez a legkisebb kiterjesztés,
elegendd annyit megmutatni, hogy RS (D> P;) mind egyesités-, mind met-
szetstird IRS (> P;)-ben. Ez pontosan ugyanolyan médon igazolhato n > 2
kiilénboz6 ekvivalenciarelacio esetére, mint ahogyan [41|-ben szerepel. O

Nyilvanvalo, hogy ha RS (> P;) egy teljes halo, akkor egybeesik IRS (> P;)-
vel. Nézziik meg a 2.13. Tétel (és 2.12. Lemma) néhany kévetkezményét.
Azt mondjuk, hogy egy polaritashalé (L, V, A, ~) kielégiti a Kleene-egyenldt-
lenséget, ha minden z,y € L esetén fennall, hogy

TN ~x<yVv ~y. (K)
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Ezeket a halokat pszeudo-Kleene-hdloknak is nevezik. Bevezetve az a L b je-
16lést az a < ~ b esetre, a (K) egyenl6tlenség ekvivalens a kovetkezs implika-
cioval: a L aésb L b = a L b. Azokat a polaritashalokat, amelyek kielégitik
ezt a tulajdonsagot, requldris polaritdashdldknak (vagy reguldris korldtos invo-
luttv hdldknak) is nevezik. Az (L,V, A, ~) polaritashalo paraortomoduldris,
ha minden z,y € L esetén teljesiil, hogy

(x<yés~azANy=0)=z=uy. (P)

2.14. Tétel. Az IRS (> P,) polaritishdlo kielégiti a Kleene-egyenldtlenséget,
tovabbd paraortomoduldris.

Bizonyitds. Vegytnk tetszéleges (A, B), (C, D) elemeket az IRS (D P;) hal-
mazbol. Ekkor A C B miatt AN B¢ =0, igy
(A, B)A ~ (A, B) = (A, B) A (B¢, A°) = (AN B®)s-p,, BN A°) = (0, B\ A).

Tovabbé azt is megkaphatjuk, hogy
(C,D)V ~ (C,D) = (C,D)V(D¢,C¢) = (CUD*, (DUC®)=F) = (CuD®, U),
mivel C' C D miatt DU C® O C UC® = U. Abbol, hogy (0,B\ A) <
(C'U D, U), kovetkezik, hogy (A, B)A ~ (A, B) < (C, D)V ~ (C, D), ezaltal
igazolva (K)-t.

Most tegyiik fel, hogy (A, B) < (C, D) és ~ (A, B) A (C,D) = (B°, A°) A
(C,D) = (0,0) teljesiil. Ekkor A C C C D, AC BC Dés A°ND = (.
Mivel az utobbi osszefiiggés azt jelenti, hogy D C (A°)¢ = A, ebbdl kovetkezik
A=C=D = B. Tehat (A, B) = (C, D) is igaz, ezzel bizonyitva (P)-t. [

A durvahalmaz-elméletben egy X C U halmazt egzaktnak neveziink [68],
ha az also és felss kozelitései megegyeznek (ekvivalenciarelacio esetén gyakran
definidlhatonak is nevezik). Valamilyen Py,..., P, C U x U ekvivalenciak
altal meghatarozott optimista multigranularis approximéciok esetén ez azt
jelenti, hogy Xs-p = X 2P Nyilvanvalo, hogy ha X C U egzakt halmaz,
akkor annak komplementere, X¢ is egzakt. Valoban, hiszen ekkor (X C)z p, =
(XZRY = (Xgp)° = (X)Z P
Az RS (> P)) egzakt elemének neveziink egy olyan durva halmazt, amelyik
(X, X) alaki (X C U). Mivel ebben az esetben Xy p = X = X2 nyil-
vanvalo, hogy (X, X) akkor és csakis akkor egzakt elem RS () P;)-ben, ha
X C U egy egzakt halmaz.

A (P, <) korlatos részbenrendezett halmazban az x € P elemet komplemen-
tumosnak nevezzik, ha létezik ©’ € P elem, amelyre

zVa' =1ésx Az’ =0 teljesil (P, <) halmazban.

2.15. Allitas. Az RS (3. P)) egzakt elemei egybeesnek az RS (" P;) komple-

mentumos elemeivel.

24



2. MULTIGRANULARIS DURVA HALMAZOK

Bizonyitds. Ha (X, X) egy egzakt elem RS (D P;)-ben, akkor X és X¢ is
egzakt halmazok, igy (X°¢ X°¢) is egzakt elem RS (D P;)-ben. Mivel X N
X¢ = 0, igy az egyetlen kozos also korlatja (X, X) és (X X¢) elemeknek
RS (37 P))-ben (0,0), azaz (X, X) A (X, X¢) = (0,0) teljestil RS (>_ P;)-ben.
Hasonloan X U X¢ = U miatt (X, X)V (X X¢) = (U,U) teljesiil RS (> P,)-
ben. Ezért (X, X) és (X¢ X€) egyméas komplementerei RS (D P;)-ben.
Forditva, tegyiik fel, hogy (A, B) V (C,D) = (U,U) és (A,B) A (C,D) =
(0,0) teljesiil, azaz (C, D) komplementere (A, B)-nek RS (> P;)-ben. Ekkor
ezek az egyenlGségek igazak RS (> P;) legsziikebb kiterjesztésében, vagyis az
IRS (3" P)) haloban is. Igy a kovetkezst kapjuk:

(A,B)V (C,D) = (AUC,(BUD)>") = (U,U) és
Mivel AC Bés C C D, igy AUC =U miatt BUD = U is teljesiil, tovabb
BN D = 0 kovetkeztében A N C = () teljesiil. Ezekbdl azt kapjuk, hogy
D = B¢é C = A°. Mivel D = B¢ C A° = (', és C C D, ebbdl kovetkezik
C=Dé A=B. lgy (A, B) = (A, A) é (C,D) = (C,C) egzakt elemek
RS (> P;)-ben. O

Tekintsiik az U-n értelmezett Py, P, ..., P, ekvivalenciarelaciokra a kovetkezd
feltételt:

| (ﬂ a) @

2.16. Tétel. Legyenek Py, Ps, ...P, ekvivalenciareldciok az U alaphalmazon,
amelyek kielégitik a (Si) feltételt. Ekkor RS (> P;) eqy teljes hdld.

=1= |Pi(2)] =1 vagy |Py(z)] =1 vagy ... vagy |Pu(z)] =1

(i)

Bizonyitds. Mivel IRS (> P;) egy teljes halo, elegend megmutatni, hogy
RS (> P) = IRS(>_P;). Lemma 2.11 alapjan RS (>_ P;) C IRS (D> P).
Az ellenkezd iranyu tartalmazés bizonyitasadhoz elegendé minden (A, B) €
IRS (D P)) esetén talalni egy X C U halmazt, amelyre

Xyp=Aés X2P =B,

Az IRS (Y. P)) definiciéja szerint A € P(U)sp, B € P(U)=",A C B, és
(B\ A)N S = (). Tekintettel a Kovetkezmény 2.4. Allitdséra, a P(U)yx p és
P(U)=Ti elemei () P))-definialhatoak, igy az A és B halmazok, valamint a
kiilonbségiik, C':= B\ A is ([ P;)-definialhato.
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Ezutan megmutatjuk, hogy barmely x € C esetén |((| FP;) (z)| > 2. Indirekt
modon bizonyitjuk, igy tegyiik fel, hogy |(( F;) ()| = 1. Mivel a (Si) feltétel
teljestil, ez azt eredményezi, hogy |Py(x)| = 1 valamely k € {1,...,n} esetén,
ésigy x € (B\ A)NS # ) — ami ellentmondas.

Mivel C' definialhato, ezért a [ P; ekvivalencia valamely Cy (k € K) oszté-
lyainak diszjunkt uniojaként elgall. A kivalasztasi axiéma szerint minden Cj
osztalyhoz hozzarendelhetiink egy 0 € Cj elemet. Legyen F' az igy kivalasz-
tott elemek halmaza, azaz F := {0, | k € K}. Ekkor FN¥ = C. Mivel
minden Cj osztaly legalabb két elembdl all, minden y € F' esetén létezik
v e C\ F elem, amire (y,v) € (] P;. Legyen

X=AUF

Mivel B = AUC, a Kévetkezmény 2.4 miatt

: N\ P ) DR

—(AuC)E =B*" =B

Tovdbba A C X miatt adodik, hogy A = As-p € Xs-p. A forditott tar-
talmazas igazolasara vegyiink egy x € Xy p elemet. Ekkor Py(r) C X,
valamely k € {1,...,n} esetén. Azt fogjuk beldtni, hogy Py(z) N F = (), ami
azt eredményezi, hogy Pp(z) C X = AU F ekvivalens Py(x) C A-val.
Tegyiik fel, hogy Py(x) C AUF és Py(x) N F # (. Ekkor létezik y € F elem,
amire (z,y) € Py, és szintén létezik v € C'\ F' elem, amire (y,v) € (| P C Py.
Igy (7,v) € Py, tehat v € Pi(x) C AU F. Ez lehetetlen, mert

(AUF)N(C\F) = (AN (C\F)U(FN(C\F)) =

(AN(C\F)H)uhC AN (B\A) =0.

Tehat Py(z) C A, és ez azt eredményezi, hogy © € As-p, = A. Igy Xy p = A,
és ezzel a bizonyitas befejez6dott. O

2.17. Megjegyzés. Konnyt ellendrizni, hogy a (x) feltétel maga utdn vonja a
(Si) feltételt. Valdban, tegyiik fel, hogy létezik x € U, amelyre |((\ P;) (z)| = 1.
Ekkor a (x) feltétel alapjin ((\ P;) () = Pi(x) teljesil valamely k € {1,...,n}
esetén. Kovetkezésképpen |Py(x)| = 1, ami azt jelenti, hogy (Si) teljesiil.

2.18. Példa. Legyen U = {a,b,c,d, e}, és leqgyenek Py, Py, Py ekvivalenciare-
laciok U-n gy, hogy U/ P, = {{a,b,c},{d,e}}, U/Py = {{a},{b,c,d},{e}},
U/P; = {{a},{d},{b,c,e}}. Ezek az ekvivalenciareldcick kielégitik (Si) fel-
tételt, de nem teljesitik a (%) feltételt. A 2.3 dbra az RS (23:1 P;) Hasse-

diagramgjdat mutatja.
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({a,b,¢} {a, b, ({bye,d}, {b,c,d}) ({b,c,e}, {b,ce}) a,d}, {a;b,c, a,e}, {a,b,ce ({d, e} {b,c.d,e})

({a}, {a,b,¢}) (e} {b,c.e}) ({a,d}, {a,d}) a,e}, {a,e ({d, e}, {d,e})

(e} {eh)

2.3. dbra. A 2.18. Példahoz tartozd halo.

Megjegyezziik, hogy a 2.16. Tétel csupan azt garantélja, hogy (Si) elégséges
feltétele az RS (> P;) teljes halo tulajdonsaganak. A 2.19. Példa azt mutatja,
hogy altalanossagban viszont (Si) nem sziikséges feltétel.

2.19. Példa. Legyen U = {a,b,c,d,e, f}, és legyenek Py, Py ekvivalenciareld-
ciok U-n dgy, hogy U/P, = {{a,b,c},{d,e, f}}, U/P» = {{a,d, e}, {b,c, f}}.
Ezek az ekvivalenciarelaciok nem elégitik ki a (Si) feltételt, de RS (Py + P,)
egybeesik az IRS (Py + P») hdloval: {(0,0), (0,{a}), (0,{b,c}), (0,{d,e}), (0,
{r}), 0.{a,b,c}), (0.{a,d,e}), (0.{b,c,f}), (0.{d,e, f}), (0,U), ({a,b,c},
{a,b,c}), ({a,d; e}, {a,d,e}), ({b,c, f},{bc. f}), ({d.e, f}.{d e, [}), ({a,b,
L 0), (ard b, U), (e, f1U), ({dre, 110), (arb,e,ds e}, U), ({a,bre,
f1:0), {adse, f1,U), ({b,¢,d,e, f},U), (U, U)}.

Ez azt jelenti, hogy a 2.4 dbrdn is lithaté RS (Py + P2) hdlo egy (teljes)
halo.
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({a,b.c}, {a.b.})c D({d.e, f},{d.e, f})

2.4. dbra. A 2.19. Példahoz tartozo halo.

A (%) feltétellel és a disztributivitassal kapcsolatban a kovetkezd allitast
fogalmazhatjuk meg:

2.20. Allitas. Az alabbi dllitdsok ekvivalensek:
(a) IRS (> P;) disztributiv;
(b) P(U)sp, és P(UYT: disztributivak;
(¢) Py, Ps,.... Py kiclégitik a (%) feltételt;
(d) P(U)sp, és P(U)=F Alezandroff-topoldgidt alkotnak;
(e) RS (> F;) egy teljesen disztributiv requldris dupla Stone-hdld.

Bizonyitds. Mivel P(U)y p, és P(U)=" az IRS (Y P;) homomorf képei, igy
ezek disztributivak, ha IRS () P;) is az, tehat (a)-bol kovetkezik (b). A 2.5.
Allitas szerint (b) maga utan vonja (c)-t. A [91] és a 2.8 megjegyzés alapjan
(¢) & (d). Ha P, ..., P, teljesiti a (%) feltételt, akkor RS (> P;) = RS (N B,),
igy (c) implikalja (e)-t a 2.7. kovetkezmény alapjan. Az pedig nyilvanvalo,
hogy (e)-bdl kivetkezik (a). O
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2.4. Pesszimista eset vizsgalata

Ha Py, P, ..., P, ekvivalenciarelaciok az U alaphalmazon, akkor a 2.1. sza-
kaszban targyaltak szerint egy X C U halmaz pesszimista also és felsé kozeli-
tései rendre az X p, és az XUFi halmazok. Ezért a (X p,, XU pesszimista
multigranularis durva halmazok azonosithatok a () P; binaris relacio altal in-
dukalt durva halmazokkal, és igy ezek Osszességét RS (| F;) jeloli. Koztudott,
hogy |J P; altalaban csupéan egy toleranciarelacio, és nem feltétlentil ekviva-
lencia, igy altalanossagban RS (| P;)-r6l csak annyit mondhatunk, hogy egy
korlatos rendezett halmaz, nem feltétlentil halo.

A [40] publikicioban kimutattak, hogy a R toleranciarelaci6 altal defini-

alt durva halmazok pontosan akkor alkotnak teljesen disztributiv halét, ha
az R tolerancia az U alaphalmaznak egy irredundéns lefedésébdl szarmazik.
Erdemes megjegyezni, hogy nincs ismert sziikséges és elégséges feltétel arra,
hogy RS(U, R) szimplan csak egy halo legyen.
A kovetkezskben legyen R C U x U egy toleranciarelacio (reflexiv és szim-
metrikus). Azt mondjuk, hogy az X C U halmaz az R tolerancianak egy
eléblokkja, ha minden a,b € X esetén (a,b) € R, azaz X? = X x X C R. Az
R relacio blokkja pedig egy maximalis el6blokk — a blokkokat a tovabbiakban
B-vel fogjuk jel6lni.

A C C P(U) nemiires részhalmazok Osszességét lefedésnek nevezziik, ha
UC = U. Azt mondjuk, hogy C egy irredunddns lefedés, ha barmely X €
C esetén C\{X} mér nem lefedése U-nak. A [40] cikkben megmutattak,
hogy egy R toleranciarelacié pontosan akkor szarmaztathaté irredundéns
lefedésbdl, ha minden (a,b) € R parhoz létezik egy B, blokk R-ben és
egy ¢ € U elem tugy, hogy a,b € B,, = R(c). Ismert tovabba, hogy
R =J{B? | B egy blokk R-ben}.

2.21. Allitas. Legyenek Py, Ps, ..., P, ekvivalenciarelicick az U alaphalma-
zon. A kévetkezd két dllitds ekvivalens:

(i) Az R :=J;_, P; tolerancidt egy irredunddns lefedés indukdlja.

(ii) Léteznek a ¢; € U (j € J,J # 0) elemek gy, hogy U, P, =
Ujes [R(e))].

Bizonyitds. (i) = (ii) Legyen U = U,
amely indukélja R-et. Ez azt jelenti, hogy (a,b) € R pontosan akkor teljestil,
ha (a,0) € C7 valamely j € J esetén. Mas szavakkal, R = (J,., C7. Mivel
Cj,j € J irredundéns lefedése U-nak, minden j € J esetén létezik ¢; €
Cj \ Urengyy Cr- Ekkor (¢j,z) € R minden x € Cj esetén, és (¢j,y) € R

minden y ¢ C; esetén. Tehat C; = R(c;), ami bizonyitja (ii)-t.

C; egy irredundéns lefedése U-nak,

(ii) = (i) Tegyiik fel, hogy léteznek a ¢; € U,j € J elemek 1gy, hogy R =
Ujes [R(c;))’. Ekkor minden u € U esetén (u,u) € [R(c;)]* valamely j €
J esetén. Ez azt jelenti, hogy minden v € U benne van valamely R(c;)
halmazban, tehat U = J._, R(c;). gy az R(c;) halmazok lefedik U-t.

jed
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Mivel R(c;) x R(c;) = [R(¢;)]> € R, az R(c;) halmaz egy eléblokk. Mivel
(¢;,x) ¢ R minden x ¢ R(c;) esetén, ebbdl kovetkezik, hogy R(c;) egy blokk
R-ben. Minden (a,b) € R egy R(c;) alaka blokkban talalhato, azaz egy
olyan blokkban, amely megegyezik egy c¢; € U elem szomszédsagaval, igy a
[40] alapjan az R(c;), j € J halmazcsalad egy irredundéans lefedést alkot U-n.
Mivel (a,b) € R pontosan akkor teljesiil, ha (a,b) € R(c;) valamely j € J
esetén, igy az R tolerancia ebbdl az irredundans lefedésbdl szarmazik. O]

Ennek az eredménynek és a [40]-nek a kovetkezmeényeként azonnal kapjuk
az alabbi allitast.

2.22. Kovetkezmény. Ha P, ..., P, ekvivalenciareldciok az U alaphalmazon,
és léteznek c; € U (j € J,J # 0) elemek gy, hogy
U, P = U,es (UL, P) (¢;)), akkor RS (U P) teljesen disztributiv hdld.

Vizsgéaljuk meg most a (%) duélis feltételét:

(x)® Minden = € U esetén létezik k, € {1,...,n} gy, hogy Pi(z) C P, ()
minden i € {1,...,n} esetén.

Valojaban (x)¢ azt jelenti, hogy minden z € U esetén az x-hez tartozé Pi-
ekvivalenciaosztalyok rendezett halmaza, azaz ({Pi(x), Py(z), ..., P,(x)}, C)
tartalmaz egy legnagyobb elemet. Konnyen beldthato, hogy a (x)? feltételbdl
kovetkezik a 2.21. Allitas (i) feltétele. S6t:

2.23. Allitas. Ha Py, P, ..., P, ekvivalenciareldciok az U alaphalmazon, ame-
lyek teljesitik a (x)? feltételt, akkor \J P; egqy ekvivalenciareldcid.

Bizonyitds. Legyenek Py, P, ..., P, ekvivalenciarelaciok az U alaphalmazon.
Mivel &altalaban |J P; egy tolerancia, csak azt kell megmutatnunk, hogy ha
(%)? teljesiil, akkor | J P; tranzitiv.

Legyen a,b,c € U és (a,b) € |J P;, valamint (b, ¢) € |J P;. Mivel (a,b) € J P,
letezik = € {1,...,n} agy, hogy (a,b) € P,. Hasonléan, mivel (b,c) € |J P,
létezik y € {1,...,n} agy, hogy (b,c) € P,. Ekkor P,(a) = P,(b) és P,(b) =
P,(c). Mivel (%)? teljesiil, létezik egy ky € {1,...,n} gy, hogy minden i €
{1,...,n} esetén P;(b) C Py, (b). Ezért adodik, hogy a € P.(b) C P, (b)
és ¢ € Py(b) C Py (b). Ez azt jelenti, hogy (a,b) € Py, és (b,c) € P,.
Mivel Py, egy ekvivalencia, ebbdl az kiovetkezik, hogy (a,c) € Py, amibdl
(a,c) e JP,. O

2.24. Kovetkezmény. Legyenek Py, P, ..., P, ekvivalenciareldciok az U alap-
halmazon, amelyek kielégitik (x)¢ feltételt. Ekkor RS (| B;) egy teljesen diszt-
ributiv requldris dupla Stone-hdlo.
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2.25. Megjegyzés. Ha a rendszert csak két ekvivalenciareldacio, P, és P,
alkotja (azaz n = 2), akkor a (x) és (%) feltételek ekvivalensek. Ebben az
esetben a Py és Py ekvivalencidkat koherensnek nevezzik [[1]. Két koherens
ekvivalenciareldcio esetén mind a pesszimista, mind az optimista multigranu-

laris durva halmazok teljesen disztributiv requldris dupla Stone-halot alkotnak.

2.26. Példa. Legyen U = {a,b,c,d}, és legyenek Py, Py, Py ekvivalencidk U-
n gy, hogy U/P: = {{a,b}, {ch {d}}, U/Py = {{a}, {b}, {c.d}}, U/Py =
{{a,b},{c,d}}. Ezek az ekvivalencidk kielégitik a (%) feltételt. A 2.5. dbra a
RS (U;?’:1 PZ-) Hasse-diagramydt mutatja.

©,V)

({a,0},{a,b}) a o ({¢.d},{c,d})

0, 0)
2.5. abra. A 2.26. Példahoz tartozo halo.

A 2.21. Allitas alapjan lehetséges, hogy a pesszimista durva halmazok
haloja disztributiv akkor is, ha (x)¢ nem teljesiil, amint azt a kovetkezs példa
is mutatja.

2.27. Példa. Tekintsiik ugyanazokat az ekvivalenciareldciokat, mint a 2.18.
Példdban, azaz U/P; = {{a,b,c},{d,e}}, U/Py, = {{a},{b,c,d},{e}}, U/P;
= {{a},{d},{b,c,e}}. Vegyiik észre, hogy ezek az ekvivalencidk nem elégitik
ki a (%) feltételt, azonban a 2.21(ii) dllitds feltétele teljesiil, mert

.UPZ‘ = (U R) (a)] U (U R) (d)] = {a,b, ¢}’ U{b,c,d,e}?.

Igy a 2.22. kovetkezmény alapjin a pesszimista durva halmazok disztributiv
hdlot alkotnak.
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(U,U)

({a,0},U) ({e,d},U)
(3Y)

(0, {a,b}) (0,{c,d})

©,0)

2.6. dbra. A refex:irred. Példahoz tartozd halo.

2.5. Alkalmazasi lehet6ségek

A multigranularis modszereket tobb probléma hatékony megoldéasara alkal-
maztak mar. Példaul az optimista multigranularis durva halmazokon alapuld
osztalyozasi modszert hasznaltak emlérédk, majbetegségek, hepatitis és sziv-
betegségek diagnosztizalasara [44]. A pesszimista durva halmazokat pedig
tudtak példaul hasznositani a dontéshozatali folyamatokban [80]. A bizonyi-
tékelmélet és a multigranularis durva halmazok kozotti osszefiiggéseket [47]
targyalja. Ebben a szekcioban az informéciés rendszerek és az ajanlorendsze-
rek teriiletén valo alkalmazasat targyalom [77].

2.5.1. Alkalmazas az informacidés rendszerek teriiletén

A kovetkezSkben vizsgaljuk meg, hogy egy informécids rendszer altal indu-
kalt ekvivalenciarelanciok koherens rendszert alkotnak-e. Mivel ilyen esetben
az indukalt strukturak sokkal egyszertibbek, az ekvivalencidk koherenciaja
megkonnyiti és hatékonyabba teszi az adott objektumokkal kapcsolatos adat-
elemzést, ezaltal segitve az adathalmazon alapulé dontéshozatalt. Példaul
két koherens ekvivalencia esetén (vo. 2.25 megjegyzéssel) mind az optimista,
mind a pesszimista multigranularis durva halmazok teljesen disztributiv re-
gularis dupla Stone-algebrakat alkotnak, ami lehet&séget biztosit arra, hogy
ezeket jelentGségteljesebb logikakkal kapcsoljuk ssze [12, 38].

Legyen X egy nemiires halmaz. Az X egy (X;);ecs lefedése finomabb, mint
az X egy (Yi)rex lefedése, ha minden j € J esetén létezik egy k(j) € K tugy,
hogy X; C Y. Ebben az esetben az (Y)rex lefedést durvdbbnak nevez-
ziik, mint az (X;),cs lefedést. Egy (P;)icq1,.n)} nemiires attributumhalmaz-
rendszert koherensnek neveziink, ha az Ind(P;) ekvivalenciarelaciok (i € {1,
..., n}) teljesitik a (x) feltételt.

2.28. Lemma. Az A attribitumhalmazra vonatkozé P; C A, P, # 0, i €

{1,..,n} rendszer koherens, ha barmely x € U esetén létezik olyan i, €

{1,..,n} index, amire Ind(P)(x) = Ind(P;,)(x), ahol P = |J P;.

1=1
Bizonyitds. Mivel P; C P minden i € {1,..,n} esetén, ezért Ind(P) C Ind(F;)
teljestil minden i € {1,..,n} esetén. Legyen = € U tetsz6leges. Tegyiik fel,
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hogy létezik olyan i, € {1,..,n}, amire Ind(P;,))(z) = Ind(P)(x). Ekkor
Ind(P;z))(z) € Ind(F;)(x) fennall minden ¢ € {1,..,n} esetén, és igy a (x)
feltétel teljesiil az Ind(F;), i € {1,..,n} ekvivalencidkra. Ezért (Fi);cq;
egy koherens attribitumhalmaz-rendszer.

Forditva, tegyiik fel, hogy (F),, (1,.n} €8Y koherens rendszer. Ekkor barmely
x € U esetén létezik olyan i, € {1,..,n}, amire Ind(P))(z) C Ind(P;)(x)
minden j € {1,..,n} esetén. Ekkor

Ind(Py)) ﬂlnd ﬂlnd

Mivel (N Ind(P;) = Ind(P), ebbdl kévetkezik, hogy

J=1

Ind(Py)(x) € Ind(P)(a).

Ekkor Ind(P) C Ind(P;,) miatt Ind(P)(z) C Ind(P;))(x), tehat Ind(P)(x)
= Ind(Pi)) (2). O

2.29. Allitas. Legyen S = (U, A, (Vy)aca) egy informdcids rendszer és le-
gyen P, C A, P, £ 0, i € {1,..,n} eqy koherens attributumhalmaz-rendszer,

valamint P = |J P,. Ekkor a kévetkezd dllitdsok igazak:
i=1

(i) Ha P = jL:Jle egy durvabb lefedése P-nek, mint (F;),cqy .y » akkor
(Qi)jeq1,.my is koherens rendszer.

P
(it) Ha (Ri)ycqr, €9y koherens attribitumhalmaz-rendszer és Py = kL_J Ry,
akkor a {Ry, Ry...,R,, Ps, ..., P, } rendszer is koherens.

Bizonyitds. (i) Legyen x € U tetsz6leges. Mivel (F;);c(; ., koherens rend-
szer, igy a Lemma 2.28. alapjan létezik olyan i, € {1,..,n}, amire Ind(P)(x) =
Ind(P,)(z). A (Qj), <jem €8y durvabb lefedése P-nek, igy létezik olyan
J» € {1,..,m}, amire P, C @Q;, € P. Ekkor Ind(P)(z) C Ind(Q;,)(z) C
Ind(P,;,)(z) = Ind(P)(x). Ez bizonyitja, hogy Ind(P)(x) = Ind(Q;,)(z), és a

Lemma 2.28. alapjan ez azt jelenti, hogy (Q),) is koherens rendszer.

je{l1,..,m}
(i) Annak igazolasahoz, hogy {Ri, Rs..., R, P»,..., P,} koherens rendszer,

elég egy tetszbleges olyan x € U elemet vizsgalni, ami rendelkezik azzal
p
a tulajdonsaggal, hogy Ind(P)(z) = Ind(P)(z). Mivel P, = |J Ry, és

k=1
(Rk)geqr,.py koherens rendszer, a Lemma 2.28. alapjan Ind(/1)(z) =

Ind(Ry,)(z) valamely megfelels k, € {1,..,p} értékre. Ekkor Ind(P)(z) =
P

Ind(Ry,)(z), és mivel P = (U Rx) U P2 U ... U Pn teljesill, {Ry, Rs..., Ry, P,
k=1

.., P,} koherens rendszer. - ]
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2.30. Kovetkezmény. Legyen P, C A, P, # 0, i € {1 .,n} egy koherens
attributumhalmaz-rendszer (n > 2), és legyen P = UP Ekkor léteznek

a Q1,Q2 C A halmazok gy, hogy P = Q1 U Q3 €és {QI,QQ} eqy koherens

rendszer.

Bizonyitds. Legyen Q1 = U P; és () = P,. Ekkor nyilvanvaléan P = Q1 U

Q9, valamint () # Q; C A, (Z) # Qy C A. Mivel {P}, Py, ..., P,} egy finomabb
lefedése P-nek, mint {Q1, @2}, a 2.29(i) allitas alapjan kovetkezik, hogy a
rendszer {Q1, ()2} koherens. ]

2.5.2. Alkalmazas az ajanlérendszerek teriiletén

Az ajanlorendszerek olyan szoftvereszkozok, amelyek a rendelkezésre allo ki-
nalatbol a felhasznalok egyéni preferenciai alapjan segitenek a legmegfelel6bb
elemek, szolgaltatasok vagy személyek kivalasztasaban [74|. Az ajanlorend-
szerek feladata, hogy a felhasznalok profilja és el6zményei alapjan szamukra
érdekes elemeket valasszanak ki. Az el6zmények tartalmazhatnak a felhaszné-
16 altal adott explicit értékeléseket, de tartalmazhatnak korabban kivalasztott
elemeket is. A rendszer minden egyes elemhez egy relevanciaértéket szamol a
felhasznélo szamara, majd visszaad neki egy listat a legmagasabb relevancia-
értékid elemekkel.

2.31. Példa. A ritkdssdg (szérvdnyossdg) problémdja kulcsfontossigi a ha-
tékony ajdnlorendszerek fejlesztésében. A problémdt az okozza, hogy a rend-
szer betanitdsihoz nem dll rendelkezésre elegendd adat a felhaszndlokrdl, az
elemekrdl és az értékelésekrdl. A szorvdnyossdag hatdsinak csokkentésére a

kovetkezd megkozelitések léteznek:

e Dimenzidcsokkentés (PCA, SVD,...): az irrelevdns attribitumok kiszd-

résére a jellemzok vektorterében;

o Klaszterezési technikdk: az egyes objektumokat klaszterekkel helyettesitik
az objektumtér méretének csokkentése érdekében;

o A kapcsolatok, dsszefiiggések bovitése j, szdrmaztatott elemekkel a tran-

zitwitdsi szabdly alapjdn.

Ebben a példaban a durvahalmaz-modszert alkalmazzuk a szorvanyos adatok
kézvetlen kezelésére. Eqy filmajanlorendszert vesziink, ahol nem rendelkeziink
részletes profilvektorral a felhaszndlokrol, igy csak eqy megkizelitd jellemzd-
vektor haszndlhato az objektumok kézotti hasonlosdg kiszamitdsdra. Ez a kol-
laborativ szirés eqy specidlis esete minimdlis felhaszndloi informdcioval [7/,
94]. Egy filmekhez kapcsolddo kollaborativ szirési technikdt bemutat [77].
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A kapcsolodd hidnyos informécios rendszer a kovetkezSképpen definialhato:

Az U objektumhalmaz egy véges filmhalmaz;

az A ={ay,as, ...,a,} attribitumhalmaz a felhasznaloknak felel meg;

e az a;(u) attributumérték jelenti az u € U film értékelését;

e a filmértékelések a V' = {0, 1, x} véges halmazbol szarmaznak, és V, = V|
Va € A.
e Minden a € A felhasznélé és barmely u € U film esetén a kdvetkezs esetek

lehetségesek:

1, ha az a felhasznél6 kedveli az u filmet;
a(u) =< 0, ha az a felhasznal6é nem kedveli az u filmet;
x, ha az a felhasznélo szamara az u film ismeretlen.

Minden a; € A felhasznélohoz definialhatunk egy ekvivalenciarelaciot:
R; = {(z,y) € U? | as(x) = ai(y) = 1} U{(z,2) | = € U},

A szokasos modon R;(x) jeloli az R;-ekvivalenciaosztalyt egy adott « € U
film esetén. Feltételezhetjiik, hogy minden a € A felhasznéld osztéilyoz egy
kis méretd filmhalmazt aszerint, hogy kedveli-e vagy sem — igy minden fel-
hasznalonél a legnagyobb méretii kategoria az ismeretlen. Az ajanlérendszer
a kovetkezsképpen miikodik. Elgszor az tgyfél (egy 1j felhasznalo) megad
egy S C U részhalmazt az altala ismert és kedvelt filmekbdl. Az algoritmus
ehhez meghataroz egy C' halmazt, mas felhasznalok multigranuléaris katego-
rizélasa alapjan. Mivel az ligyfél olyan elemek irant érdeklédik, amelyeknek
az értékelése megegyezik a bemutatott csoportéval, a kovetkezs kapcsolodo
kozelité operatort hasznaljuk:

C=8URi = {z € U|(Ry(z) NS #0) vagy ... vagy (Rn(z) NS # 0)}.

Tovabba vizsgalhatjuk ugyanezt akar egy felhasznéloi csoport (ligyfelek)
esetén is vizsgalhatjuk. Legyen k a figyelembe vett felhasznalok szama. Mind-
egyikitk megad egy S; C U,j € {1,...,k} részhalmazt a kedvelt filmekbdl.
— gUR:

J

Legyen Cj : Ekkor a csoport preferenciai alapjan ajanlott filmek

halmaza:
k k
C=(S1USU..us Vi =sVfusyfy. usy®=])sV™ =],
j=1 i=1

2.32. Példa. A kévetkezd példaban a vizsgdlt tartomdny a legjobb jeloltek
halmaza eqy eldzetes kivdlasztds és eqy szakértdi csapat javaslatai alapjin. A
megfeleld informdcios rendszer a kévetkezdképpen definidlhato:
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2. MULTIGRANULARIS DURVA HALMAZOK

e Az U alaphalmaz a jeloltek egy (véges) halmaza;
e az A ={ay,as, ...,a,} attribatumhalmaz a szakértGknek felel meg;
e az a;(x) attributumérték egy x € U jelolt kategoriaértékelését jelenti;

o létezik egy véges kategoriahalmaz V', és V, =V, Va € A.

Minden a;, i € {1,...,n} szakértd esetén egy ekvivalenciarelaciot definidlunk
az U alaphalmazon:

P={(z,y) € U | ai(w) = a;(y)}

A bemenet egy S # ) jelolthalmaz, amelyet egy korabbi, a szakértok-
t6l fliggetlen folyamat soréan valasztottak ki. Az algoritmus elGallitja a leg-
jobb C' C S részhalmazt a szakérték véleménye alapjan. Ez torténhet egy
megengedd (optimista) vagy egy szigoru (pesszimista) also kozelité operator
segitségével:

C = Sy p, vagy C'= Sp,.

2.6. I. TEZIS

Megvizsgaltam az optimista és pesszimista multigranularis durva
halmazok rendezési struktarait. Megallapitottam, hogy mikor al-
kotnak teljes halot, valamint teljesen disztributiv halét. Megmu-
tattam, hogy az optimista multigranularis durva halmazok névekvé
reprezentaci6ja megegyezik a Dedekind—MacNeille-kiterjesztéssel.
Meghataroztam, hogy a pesszimista, illetve az optimista multigra-
nularis durva halmazok milyen feltételek mellett alkotnak teljesen
disztributiv regularis dupla Stone-halot. (Ilyen halét alkotnak a
klasszikus Pawlak-féle durva halmazok is.)

Tézishez tartozo publikacioim: [S7, S6, S5|
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3. FUZZY DURVA HALMAZOK ELES REFERENCIA-
HALMAZZAL

Ismért tény, hogy Zdzistaw Pawlak 1982-ben vezette be a durva halmazok
elméletét. Azdta tobbféle megkozelitést is javasoltak a durva halmazok és a
fuzzy halmazok elméletének kombinalasara. Ebben a fejezetben a fuzzy durva
halmazokat vizsgalom éles referenciahalmazokkal, haloelméleti szempontbol.
Ravilagitok a kapcsolatra egy R fuzzy relacio also és fels6 kozelitései, valamint
R magjanak és tartojanak kozelitései kozott. Megmutatom tovabba, hogy mi-
lyen kapcsolat van az R fuzzy hasonlosagi relacio altal meghatarozott fuzzy
durva halmazok haloja és az E (éles) ekvivalenciarelaciohoz tartozo durva
halmazok hal6ja kozott, ahol E az R magja. Tovabba megallapitom az 6ssze-
fiiggést R egzakt (fuzzy) halmazai és R tartojanak egzakt (éles) halmazai
kozott is.

A fuzzy halmazok és a durva halmazok fogalma egyarant kiterjesztik, al-
talanositjak a hagyomanyos (éles) halmazok fogalmat — azt figyelembe véve,
hogy tudasunk bizonytalan vagy hianyos lehet. A két megkozelités azonban
eltéré modon kezeli a tokéletlen informacioé problémajat.

A két elmélet kozotti kapesolatot elemzd egyik uttoré munka a [67] cikk,
amiben Pawlak megmutatta, hogy lényeges kiilonbségek vannak a két meg-
kozelités kozott. Az els§ integracios kisérlet Dubois és Prade munkéjahoz
[22] kapcsolodik. A fuzzy halmazok also és fels6 kozelitéseit itt a minimum
t-norméval és a maximum ¢-konorméval definialtdk. Yao [108] szimbolikus je-
161ését hasznalva a ' fuzzy referenciahalmazhoz tartozé fuzzy durva halmazt
az aldbbiak szerint definialjuk:

Hapr (1) () = inf{maxpr(y), 1 — pr(z,y)] | y € U},

Haprr (r) () = sup{min|ur(y), pr(z,y)| | y € U},

ahol U az alaphalmaz, R pedig egy fuzzy hasonlosagi relaci6. A definicio
értelmében a fuzzy durva halmazok esetén az also és felsé kozelités egyarant
fuzzy halmaz. Mivel az éles halmazokat tekinthetjiik a fuzzy halmazok speci-
alis esetének (ahol a tagsagi fliggvény csak 0 vagy 1 lehet), a definicié arra is
alkalmas, hogy éles referenciahalmazokhoz adjunk meg fuzzy durva halmazt.
A két megkozelités Gsszehasonlitasat [37] is feldolgozza.

munkaja [62] — tobbféle integracios javaslat is sziiletett. A [13]| cikk megmu-
tatta, hogy a fuzzy durva halmazok lényegében az Atanassov altal kidolgozott
intuicionista L-fuzzy halmazoknak [1| felelnek meg. A t-normék segitségével
definialt fuzzy hasonlésagi relaciok altal kialakitott approximéacios kornyezet-
tel egy még altalanosabb keretrendszert kaphatunk [8, 59]. A [8] cikkben
egy megkiilonboztethetetlenségi operatorra vonatkozoan vizsgaljak egy fuzzy
részhalmaz also és fels kozelitéseit, és ramutatnak a fuzzy durva halmazokkal
valo kapcesolatra. A [59| publikdcioban pedig kifejlesztettek egy axiomatikus
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megkozelitést: a t-norma altal meghatarozott fuzzy hasonlésagi relaciokat fel-
hasznalva a fuzzy durva halmazok az als6 és fels6 approximéacios operatorat
néhany axiomatikus tulajdonsagra épitve altalanositjak.

Yao [108] integracios javaslata azon az elképzelésen alapul, hogy egy fuzzy
halmaz reprezentalhato egy éles halmazcsaladdal az a-vigatai altal, egy durva
halmaz pedig harom éles halmazzal reprezentalhaté. Yao elemezte a durva
fuzzy és fuzzy durva modellek kapcsolatat, és bizonyitotta, hogy a durva
fuzzy halmazok a Dubois és Prade-féle fuzzy durva halmazok speciélis esetei.
A [108| méasik eredménye, hogy ugyanazon séma szerint egységesen ki lehet
szamitani a durva halmazok, durva fuzzy halmazok és fuzzy durva halmazok
tagsagi fiiggvényeit:

b (a0(@) = inf {max [ua (v). 1 — pr(a,y)] | y € U},

papr(a) (%) = sup {min [ua(y), pr(z,y)] |y € U},

ahol T' lehet egy ekvivalenciarelacié vagy egy fuzzy hasonloséigi relacio, mig
A lehet éles vagy fuzzy halmaz. Az altalanosabb eset tulajdonsagait [15]
vizsgalja, ahol a referenciahalmaz fuzzy, a fuzzy approximécios tér pedig egy
t-norméabol szarmaztatott. A cikk egy alkalmazési lehetGséget is bemutat a
keresési lekérdezések finomitésara.

A fuzzy durva halmazok egyik f6 alkalmazasi teriilete a tudastechnologi-
al algoritmusok optimalizaldsahoz kapcsolodik. Az adat-elGkészités fazisdban
a fuzzy durva halmazmodelleket elsGsorban redukciora hasznaljak [18, 45].
Ennek a megkozelitésnek az elénye, hogy a fuzzy durva jellemzdkivalasztés
meg6rzi a jellemzok szemantikus jelentését a redundans attribatumok elté-
volitdsa utan. A modszer az attributumhalmaz elemei kozotti fiiggGségeket
tarja fel. A fuzzy durva halmazmodellek altaldnos adatbanyaszati miiveletek-
re is hasznalhatok, példaul klaszterezéshez vagy osztalyozashoz bizonytalan
bemeneti tartomanyok esetén [106].

Jelen fejezet kozéppontjaban olyan fuzzy durva halmazok allnak, ahol az
approximacios tér fuzzy, de a referenciahalmaz éles. Ezek fontos modellezé-
si eszkozOk a gépi tanuldsban, példaul természetes nyelvfeldolgozésban, ahol
a referenciahalmazok éles jellemzdévektorokat tartalmaznak, és ezekhez ren-
deliink fuzzy fogalomkategoriakat [43, 31]. A tovabbiakban a fuzzy durva
halmazok haléelméleti tulajdonsagait vizsgalom, és Osszehasonlitom azokat
a hagyomanyos durva halmazokkal. Megmutatom, hogy éles referenciahal-
mazok esetén az R fuzzy hasonlosagi relacio altal meghatarozott fuzzy dur-
va halmazok héloja izomorf az E (éles) ekvivalenciarelaciohoz tartozo durva
halmazok hélojaval, ahol E' az R magja, ami pedig az irodalomban alaposan
vizsgalt struktira.

Legyen (U, R) egy fuzzy approximacios tér, ahol U az alaphalmaz, és R
egy fuzzy hasonlosagi relacio, amelyet egy up : U? — [0, 1] tagsagi fiiggvény
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hataroz meg. Legyen tovabba A C U egy éles halmaz. Az A referenciahal-
mazhoz tartozo fuzzy durva halmaz egy parként definidlhatd, ami két fuzzy

P

c stz

pan(x) = sup{pr(z,y) | y € A},

Kénnyen ellenérizhets, hogy pjg, = pygr = 0, ahol 0 jeldli a konstans leképe-
zést az U alaphalmazon, tovabba ), = ppr = 1, ahol 1 jeloli a konstans
1 leképezést az U alaphalmazon. (Vegyiik észre, hogy sup ) = 0, inf ) = 1,
és pr(z,z) = 1 minden x € U esetén.) Az éles A halmazhoz tartozo fuzzy
durva halmazt a (pa),, rajr) parként definialhatjuk. Tudjuk, hogy az (U, R)
approximacios tér osszes durva halmaza hélot alkot, amely szamos érdekes
tulajdonsaggal bir [76, 14, 23, 26].

Legyen R egy fuzzy relaci6 a ug : U2 — [0,1] tagsagi fiiggvénnyel. Az
Sk = {ur(z,y) | z,y € U} C[0,1] halmazt R spektrumdnak nevezzik. Azt
mondjuk, hogy az R fuzzy relacionak dudlisan jolrendezett spektruma van,
ha Sk minden nemiires részhalmazanak van legnagyobb eleme. Ez ekvivalens
azzal a feltétellel, hogy minden x € U elem és minden B C U, B # () éles
halmaz esetén létezik olyan m, € B elem, amelyre

sup{ur(z,y) |y € B} = max{ug(z,y) |y € B} = pr(z, my).

Vegyiik észre, hogy ez teljesiil, ha Sg, véges halmaz. Ha R-nek duélisan
jolrendezett spektruma van, akkor minden nemiires A C U éles halmaz esetén

A (r) = 1 —max{ur(z,y) |y & A},
par(z) = max{pr(z,y) |y € A}

Véges (éles) halmazok esetén hasonlo megkozelités talalhato a [100] munkéban
dontési tablazatok dontési attributumaira, annak érdekében, hogy a fuzzy
durva halmazokhoz tévolsagmértéket vezessenek be. Jeloljiik a (fua),, pia)r)
fuzzy durva halmazok Osszességét RS (U, R)-rel, azaz legyen

RS(U,R) := {(,U[A}Ra,u[A]R) | A C U}.

A RS (U, R) elemei komponensenként rendezhetdk az alabbi médon:

(1415 p1am) < (Ripins pime) <
& 1A (1) < pBjp(T) és ppar(x) < ppr(r), minden z € U esetén,

ezaltal egy (RS(U, R), <) részbenrendezett halmazt kapunk, aminek a legki-
sebb eleme (0, 0), a legnagyobb eleme pedig (1,1). Be fogjuk latni, hogy ha
R egy fuzzy hasonlosagi relacié dualisan jolrendezett spektrummal, akkor ez
a részbenrendezett halmaz teljes halot alkot.
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Barmely « € [0, 1] szam esetén az

Ro = {(z,y) € U* | pr(z,y) = o}

éles relaciot az R fuzzy relacid a-vdgatinak (a-szintjének, a-szeletének) ne-
vezzik. Mivel R fuzzy hasonlosig (hasonlosag), igy R, egy éles ekvivalen-
ciarelaci6 minden a € [0, 1] esetén. Jelolje E az Ry éles ekvivalenciarelaciot,
azaz legyen

E={(z,y) €U | pr(v.y) = 1}.

Az x € U elemhez tartozo E-ekvivalenciaosztéalyt [z]g-vel jeloljik, azaz

Zlp={yeU|(z,y) € B} ={y € U | pur(z,y) =1}

Az alabbi lemma jol ismert az irodalomban [87]:

3.1. Lemma. Bdrmely y € [z|g és z € U esetén fenndll, hogy pr(z,z) =
1R (z,Y).

Legyen S a ug hozzarendeléssel adott R fuzzy hasonlosagi relacio tarto-
halmaza, azaz

S ={(z,y) € U?| pr(z,y) > 0},

és definialjuk az S(z) = {y € U | (z,y) € S} halmazt, ahol U az R alaphalma-
za és z € U tetszbleges elem. Nyilvanvalo, hogy az S binaris relécioé reflexiv
és szimmetrikus, valamint teljesiil, hogy S(z) = {y € U | ur(z,y) > 0} # 0,
minden z € U esetén.
Tegyiik fel tovabba, hogy T egy pozitiv t-norma, és legyen (x,y) € S és
(y,2) € S tetszoleges z,y,z € U esetén. Ez azt jelenti, hogy pg(z,y) > 0 és
ur(y,z) > 0. Ha R egy T-hasonlosag, akkor kévetkezik, hogy: pg(x,z) >
T (ur(x,y), ur(y, 2)) > 0. Ebbsl adodik, hogy ur(x, z) > 0, vagyis (z,2) € S,
tehat S ekvivalenciarelacio. A korabbiakhoz hasonléan az x € U elem S-
ekvivalenciaosztélyat [z]g jeloli, és nyilvanvalo, hogy S(x) = [z]s.

A fent definialt F C U xU és S C U x U éles relaciok segitségével barmely
A C U referenciahalmazhoz hozzarendelhetiink (éles) durva halmazokat, az
also és felsd kozelitésiik meghatarozasaval E vagy S szerint:

Ap={xcU|[z]g C A}, AP ={xcU|[z]znA# 0},
As={xecU|S@x)C A}, AS={xcU]|S)nA#0}.
3.2. Lemma. Bdrmely A C U halmazra teljesiil, hogy
(i) AP ={z €U | panr(z) =1},

(i1) Ap = {z €U | ppaa() > 0},
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(i) AS ={x € U| ppr(z) > 0},

(iv) Ag = {:L‘ elU | M[A}R(m) = 1}.

Mads szavakkal, az (i) és (ii) dllitasok szerint az A¥ halmaz a par fuzzy
halmaz magjdval, mig Ag a pa), fuzzy halmaz tartdjdaval egyenls. Hasonloan,
a (ii) és (w) dllitasok szerint AS a par fuzzy halmaz tartdjdval, mig As a
A, fuzzy halmaz magjdval egyenld.

Bizonyitds. (i) Ha z € AP, akkor létezik olyan y € A, amelyre (x,y) € FE,
azaz pr(v,y) = 1. Ekkor ppr(x) =sup{ur(z,y) | y € A} = 1. Forditva,
tegyiik fel, hogy ppar(z) = 1 valamely z € U esetén. Mivel R spektruma
dudlisan jolrendezett, ez azt jelenti, hogy max{ur(x,y) | y € A} = 1, azaz
letezik y, € A, amelyre pg(x,y,) = 1. Ekkor (z,y,) € E, igy [z]g N A # 0,
vagyis x € AL,

(ii) Ha z € Ag, akkor [z]g C A. Ez azt jelenti, hogy nem létezik olyan y ¢ A,
amelyre (z,y) € F, azaz amelyre ug(x,y) = 1. Mivel R spektruma duélisan
jolrendezett, a {ugr(z,y) | y ¢ A} halmaznak van (legalabb egy) maximaélis
eleme, jeloljik ezt pg(z,yn,)-mel, ahol y,, ¢ A. Ekkor pug(z,y,) < 1, igy
adodik, hogy pa,(z) = 1 —max{ur(z,y) | y ¢ A} = 1 — pr(z,ym) > 0.
Forditva, tegyiik fel, hogy g4, (z) > 0 valamely x € U esetén. Ekkor barmely
y ¢ Aesetén 1 — pg(z,y) > inf{l — pr(z,y) | v € A} = pay.(z) > 0. Ez
azt jelenti, hogy pr(z,y) < 1 minden y ¢ A esetén. Igy nem létezik olyan
y ¢ A, amelyre pg(z,y) = 1, azaz amelyre (z,y) € E. Ebbdl kovetkezik,
hogy [z]r C A, tehat x € Ap.

(iii) Tegyiik fel, hogy # € AS. Ez csak akkor lehetséges, ha létezik v, €
A, amelyre pp(2,ym) > 0. Ekkor ppur(z) = sup{ur(z,y) | y € A} >
pr(T,Ym) > 0, vagyis o benne van pgr tartojaban. Forditva, ha x benne
van e tartojaban, akkor par(x) = sup{ur(z,y) | y € A} > 0. Ez csak
tgy lehetséges, ha létezik y,, € A, amelyre pug(z,y,) > 0, ami azt jelenti,
hogy = € A%,

(iv) Legyen x € Ag, azaz S(z) C A. Ekkor S definici6ja szerint minden y ¢ A
esetén pg(x,y) = 0. Igy pipa, (2) = inf{1—pg(z,y) |y ¢ A} =1-0=1, azaz
x benne van ji4),(x) magjiban. A forditott implikacio, miszerint S(z) C A

teljesiil, ha x benne van 4, («) magjaban, kénnyen ellenérizhetd. O]

A kovetkezd allitas tartalma implicit modon megtalalhaté a [15] miben.
Val6jaban az alabbi megfigyelésen alapul:
Ha adott E és R két fuzzy (vagy éles) ekvivalenciarelacio, ahol E C R, ak-
kor ha el@szor kiszamitjuk egy p fuzzy (vagy éles) halmaz fels§ kozelitését E
szerint, majd az igy kapott fuzzy halmaz fels§ kozelitését R szerint, akkor
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megkapjuk p fels6 kozelitését R szerint. Hasonléan jarunk el az alsd kozeli-
tések esetén is.

3.3. Allitas ([15, 37] alapjan). Legyen R egy fuzzy T -hasonldsdg U-n, amely-
nek spektruma dudlisan jolrendezett, és legyen E = {(x,y) € U? | ug(z,y) =
1}. Ekkor barmely A C U esetén fenndll, hogy

HiAIR = HaFIR €5 JlAlg = HlAg]r:

3.1. Teljesen disztributiv regularis dupla Stone-hal6 tu-

lajdonsag sziikséges és elégséges feltétele

A tovabbiakban a szokasos modon (RS(U, E), <) jeloli az E ekvivalenciarela-
ci6 altal meghatarozott durva halmazok héalojat.

3.4. Tétel. Legyen R eqy fuzzy T -ekvivalencia U-n, dudlisan jolrendezett
spektrummal. Ekkor (RS(U, R), <) egy teljes hdls, ami izomorf (RS(U, E), <)-

vel.

Bizonyitds. Minden (Ag, A¥) € RS(U, E) éles durva halmazhoz hozzérendel-
jik az A éles halmazhoz tartozé fuzzy durva halmazt, azaz a (,u[A} o M A]R)
part. Vegyiik észre, hogy az f: RS(U, F) — RS(U, R),
f ((AE,AE)) = (ILL[A}R,[L[A]R), ahol (AE,AE) € RS(U, E),

fiiggvény jol definialt, mert ha (AE,AE) = (BE,BE) valamely A, B C U
esetén, akkor Ay = By és AY = BP | és igy a 3.3. Allitas alapjan kovetkezik,
hogy

F((Ap, A%)) = (pars: tage) = (Hiag)e: Hiasye) =

= (HiBe1n mipein) = (WB1es tipe) = £ ((Be, BY)) .
Tovabbéa, f rendezésérzd, mert (AE, AE) < (B E, BE) teljesiilése esetén Ap C

Bg és A¥ C BY, ami miatt pua,), < (g, 68 parr < ppe)R. Igy:

f ((AE7AE)) - (“[AE}MM[AE]R) < (“[BE}R’M[BE}R) =/ ((BE7BE)>'
Egyértelmd, hogy f sziirjektiv, mert minden (px),, pxyr) € RS(U, R) esetén
X C U egy éles halmaz, tehat f ((Xg, X)) = (ppx)p, tixr) -

Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy f egy rendezésizomorfizmus, elegendd belat-
ni, hogy f ((Ag, AF)) < f ((Bg, B¥)) esetén teljesiil (Ag, A¥) < (Bg, BF)
minden (Ag, A¥), (Bg, B¥) € RS(U, E) esetén. Valoban, f ((Ag, A¥)) <
[ ((Bg, B)) azt jelenti, hogy (ppa), (2), par (@) < (psy, (), pipr(z)) min-
den z € U esetén. Tehat:

AP ={z e U | yar(z) =1} C{z € U | pppr(z) =1} = B”, és

42



3. FuUzzYy DURVA HALMAZOK ELES REFERENCIAHALMAZZAL

Ag={z €U | pa,(x) >0} C{x € U | pyp),(x) > 0} = Bg.

Tehat (AE,AE) < (BE, BE)7 igy f valoban egy rendezésizomorfizmus. Mivel
(RS(U, E), <) egy teljes halo, igy (RS(U, R), <) is egy teljes halo, ami izomorf
(RS(U, E), <)-vel. O

Azonnali kovetkezményként, |76, 14, 26] alapjan, kapjuk az alabbi allitéast:

3.5. Kovetkezmény. Ha R eqy fuzzy hasonlosig az U halmazon, amelynek
spektruma dudlisan jolrendezett, akkor (RS(U, R), <) egy teljesen disztributiv
requldris dupla Stone-hdlo.

Bizonyitds. Ismert, hogy a durva halmazok haloja, (RS(U, E), <) egy teljesen
disztributiv regularis dupla Stone-hal6. Ezért az allitas kozvetleniil adodik az

3.4. Tételben bizonyitott izomorfizmus alkalmazésaval. O

3.6. Példa. Legyen az alaphalmaz U = {a,b,c,d e}, az R fuzzy hasonlo-
sagi reldcio pedig legyen az 3.1. tdbldzat szerint adott. Az ennek megfeleld
E ={(x,y) € U? | pr(z,y) = 1} reldcio a 3.1. dbrdn ldthato (az egyszeriség
kedvéért a hurokélek nincsenek feltintetve). A 3.2. tdbldzat mutatja az R
fuzzy hasonlésdgi reldcid és az E (€éles) ekvivalenciareldcid also és felsd kize-
litéseit. A 3.2. dbra a (RS(U, R), <) hdlo Hasse-diagramjdat dabrdzolja. Itt a
csomopontok tablazatokként szerepelnek, ahol a felsd sor az R felsd kézelitésé-
nek tagsdagi fiigguényértékeét, az also sor pedig az R also kozelitésének tagsdgi
fiigguényértékét mutatja rendre az a,b,c,d,e € U elemekre.

R | a b c d e
a 1 1 (05| 0 0
b 1 1 [05] 0 0
c [05]05] 1 0 0
d | 0 0 0 1 1
e 0 0 0 1 1

3.1. tablazat. Példa egy R fuzzy hasonlosagi relaciora.

ocC

b d

3.1. abra. Az R fuzzy relacidohoz tartozo E ekvivalenciarelacio.
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3.2. Egzakt halmazok vizsgalata

Egy durva halmazt egzaktnak (definidalhatonak) neveziink, ha az adott halmaz
also és felss kozelitése megegyezik. Ez a fogalom kiterjeszthets fuzzy durva
halmazokra is: az U alaphalmazon értelmezett R fuzzy hasonloséagi relacioval
meghatarozott fuzzy durva halmaz akkor egzakt, ha minden x € U elemre

teljesiil, hogy pia),(7) = ppaje(z).

A kovetkezs allités irja le az egzakt fuzzy durva halmazok és a fuzzy
hasonlosagi relacio tartohalmaza kozotti kapcsolatot (éles referenciahalmaz
esetén).

3.7. Allitas. Legyen A az U alaphalmaz egy (€les) részhalmaza. Ekkor
pa1(2) = ppagr(z) minden z € U & Ag = A°.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy v € Ag = A% = A. Ez azt jelenti, hogy

par(@) = sup{pr(z,y) |y € At = pr(z, ) =1,
mivel R reflexiv.
Most vizsgaljuk meg az also kozelitést. Ha y ¢ A, akkor y ¢ S(x) sem lehet-
séges, mert S(z) C A. Mivel y ¢ S(x), az S definicidja alapjan kovetkezik,
hogy pr(x,y) = 0. Ez minden y ¢ A esetén igaz, igy

piaps () = inf{l — pg(z,y) |y ¢ A} = 1.
Tehat ebben az esetben azt kaptuk, hogy pia,(2) = ppar(z) = 1.
Most tegyiik fel, hogy = ¢ Ag = A% = A. Ekkor ugp(x,y) = 0 minden y € A
esetén, és igy

prar(v) = sup{pr(z,y) |y € A} =0,és

piae () = mf{l — pr(z,y) |y ¢ A} =1 — pr(z, ) = 0.

Igy ebben az esetben fija), (z) = prar(r) = 0 adodik.
Tehat bebizonyitottuk, hogy ha Ag = A°, akkor minden z € U elemre
fiar () = prae(z).
Forditva, tegyiik fel, hogy pia),(2) = par(z) minden z € U esetén. Legyen
x € A tetszbleges. Ekkor

sup{pr(z,y) |y € A} = inf{l — pp(z,y) [y ¢ A} =1,

mivel pugr(x,z) =1 és pur(x,y) < 1 minden y € A esetén. Kovetkezik, hogy
pr(x,y) =0 minden y ¢ A esetén, kiilonben a jobb oldali infimum szigortian
kisebb lenne, mint 1.

Tegyiik fel, hogy (x,y) € S, azaz y € S(z). Ekkor pgr(z,y) > 0 az S de-
finicioja szerint, tehat y ¢ A nem lehetséges. Igy y € A, amibél z € Ag.
Ebbél kovetkezik, hogy A = Ag. Mivel A5 = (Ag)° C A, ezért A5 = A = Ag
teljesiil. O]
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3.8. Példa. Legyen U = {a,b,c,d}, és legyen R egy fuzzy hasonldsdgi reldcio
a 3.3. tdbldzat szerint. A 3.4. tdbldzat azt a négy halmazt mutatja, amelyekre

ez a relacio egzakt halmazokat eredményez.

R | a b c d
a 1 1 103] 0
b 1 1 103] 0
c 0303 1 0
d| 0| 0]0 1

3.3. tablazat. A példahoz tartozo R fuzzy hasonlosagi relacid

A As = A Al = M

0 0 {(a,0), (b,0), (¢, 0), (d,0)}

{d} {d} {(a,0),(0,0),(c,0),(d, 1)}
{a,b.c} | {a,bct | {(a,1),(b,1),(c,1),(d,0)}
{a,b,c,d} | {a,b,c,d} | {(a,1),(b,1),(c,1),(d,1)}

3.4. tablazat. A 3.3. tablazatban szereplé R relacio egzakt fuzzy halmazai.

Konnyen belathato, hogy egy A referenciahalmaz és annak fuzzy durva
kozelitései kozotti tartalmazasi kapcsolat hasonlo a referenciahalmaz és éles
durva kozelitései kozotti tartalmazasi kapcsolathoz, nevezetesen:

mag(fija),) € tarto(pua),) € A C mag(par) C tarto(ppas).

3.9. Megjegyzés. Meg kell vizsgdalnunk eqy fontos eqyszerd esetet is: ami-
kor tékéletlen informdcioval rendelkeziink, és bizonytalanok vagyunk a reldcio
feldllitasaban. Ebben az eqyszerid esetben két elem kézotti kapcsolatnak harom
lehetdsége van: az elemek biztosan kapcsolatban dllnak; az elemek biztosan
nem dllnak kapcsolatban; az elemek kapcsolatban dllhatnak, de bizonytalanok
vagyunk. Ezt eqy olyan R fuzzy reldcioval modellezhetyik, amelyre

,  ha x €ésy biztosan kapcsolatban dllnak

pur(z,y) = , hax ésy biztosan nem dllnak kapcsolatban

o= O =

,  ha x ésy kapcsolatban dllhatnak, de bizonytalanok vagyunk

Egyszerien ellendrizhetd, hogy eqy A C U éles halmaz esetén az also és

felsd kozelitések tagsdgr figguényei az aldbbiak szerint adhatok meg:
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0, haz¢ Ag

(i) ppajs(z) = %; ha x € Ag\ Ag ,
\1, ha x € Ag
(0, hax¢ AS

(1) par(x) = 3, haxe A\ AF.
|1, haxeA”

Erre az esetre vonatkozdan [39]-ben tovdbbi eredményeket kizilnek, az igy

definidlt durvahalmaz-modellt részletesen elemzik.

3.3. II. TEz1S

Megmutattam, hogy egy dualisan jolrendezett spektrumiu fuzzy ha-
sonlésagi relacion értelmezett, éles referenciahalmazokra vonatko-
z6 fuzzy durva halmazok haldja teljes halot alkot, ami izomorf a
fuzzy relaci6 magjan értelmezett durva halmazok haléjaval. Meg-
vizsgaltam a kapcsolatot az ilyen tipusa fuzzy durva halmazok alsé,
illetve fels6 approximaciéjanak tartéja és magja, valamint a fuzzy
relacié tartéjan, illetve magjan értelmezett approximaciok kozott.
Bizonyitottam, hogy a fuzzy hasonlésagi relacié tartéjanak egzakt
halmazai — pontosabban azok karakterisztikus fiiggvényei — meg-
egyeznek az egzakt fuzzy durva halmazokkal (éles referenciahalmaz
mellett).

Tézishez tartozo publikacioim: [S8, S4]
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

A fuzzy halmazok elméletének és a durva halmazok elméletének egy masik
kombinaciojat targyalom ebben a fejezetben, mégpedig a durva L-fuzzy hal-
mazok modelljét. Bemutatok egy reprezentéacios tételt, amely meghatarozza,
hogy mikor tekinthets egy L-fuzzy halmazpar durva L-fuzzy halmaznak, to-
vabbé kapcsolatot 1étesitek a durva fuzzy halmazok haldja és a durva reléci-
ok haloja kozott. Ezenfeliil vizsgalom a durva L-fuzzy halmazok hélojanak
tulajdonséagait, és jellemzem azt az esetet, amikor haromértéki fukasiewicz-
algebra definialhato rajta. Az el6z6 fejezettdl eltérden a tovabbiakban egy
fuzzy halmazra csak a tagsagi fliggvényével fogok hivatkozni, azokat a latin
abécé kisbettivel fogom jelolni.

A durva fuzzy halmazok fogalmat Dubois és Prade vezette be [22]|. Legyen
U egy nemiires alaphalmaz, f: U — [0,1] egy fuzzy halmaz és E C U x U
egy ekvivalenciarelacio U felett. Az f alsd kizelitését f: U — [0,1] és felsd
kizelitését f: U — [0, 1] az alabbiak szerint definialjuk:

= N{fw) |y €z]g}, z€l, (RF1)
=\{fWlyells}, zeU (RF2)

ahol A és\/ jeloli rendre az infimumot és a szuprémumot a ([0, 1], <) teljes
haléban. Az (f, f) part az E dltal indukdlt durva fuzzy halmaznak nevezziik.
Tekintsiik ennek a fogalomnak a kiterjesztését is az L-fuzzy halmazokra, ame-
lyeket J. Goguen vezetett be [27]|. Szamos kutato vizsgalta az L-fuzzy durva
halmazokat [86, 102, 90, 107, 54, 101]. A tovabbiakban legyen (L,V,A) egy
teljes halo, amelynek legkisebb eleme 0, legnagyobb eleme pedig 1. Az U
alaphalmazon értelmezett L-fuzzy halmazon egy f: U — L leképezést ér-
tiink. Az L-fuzzy halmazok sszességét F (U, L) jeloli, amit az alabbi modon

rendezhetiink:
f<ge f(2) < g@), Vrel, 1)

és igy egy teljes halot kapunk. Nyilvanvalo, hogy O(x) =0,z € U és 1(x) = 1,
x € U rendre az F(U, L) legkisebb és legnagyobb elemei. Barmely f; €
F(U,L), i € I fuzzy halmazrendszer infimuma és szuprémuma az alabbi
mo6don adhatd meg:

(/\ fz-) (2) = N\ fila), (\/ ﬁ») (2) = \/ fi(x). (1)

iel icl iel iel

Ha az eredeti definicio [112] szerint L = [0, 1], akkor az U feletti "szokasos"
fuzzy halmazok teljesen disztributiv halojat kapjuk, amelyet F(U) jelol. Most
az E C U x U ekvivalenciarelacio és egy f: U — L L-fuzzy halmaz esetén
az [ also és felss kozelitését az f: U — L és f: U — L leképezések adjak,
amelyeket ugyanugy az (RF1) és (RF2) képletekkel definialunk. Az E dltal
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indukdlt durva L-fuzzy halmaz pedig az (f, f) par. Nyilvanvaléan f < f.oA
durva L-fuzzy halmazok komponensenként rendezhetdk:

([ N)<(g9) e f<ges [T (2)

A rendezés altal a durva L-fuzzy halmazok egy teljes halot alkotnak, amit
RF (U, L)-lel jeloliink. Ebben az infimumot és a szuprémumot a kovetkezs-
képpen kapjuk:

AU i) = (/\fz,Afz>, Vi f) = (\/fz,\/fz). (2)

i€l i€l i€l i€l i€l i€l

Ha L = [0, 1], akkor [53] alapjan ezzel a rendezéssel egy Stone-halot kapunk.
Ebben a fejezetben célom vizsgéalni az RF (U, L) lehetséges reprezentécioit és
a rajta definialhato algebréakat. Mivel a durva fuzzy halmazok a Pawlak altal
bevezetett durva halmazok altalanositasai [66], igy varhato, hogy tulajdonsa-
gaik ezt tiikrozzék.

A definidlhato (egzakt) halmazok meghatarozasara a korabbitol eltérs, de
ekvivalens megkozelitést is alkalmazhatunk. Azt mondjuk, hogy az (U, E)
approximéacios térben az A C U halmaz definidlhatd, ha minden a € A esetén
lalp € A. Maés szavakkal a definialhato halmazok az E ekvivalenciarelacio
néhany osztalyanak uniojaként allnak els. A definidlhaté halmazok halmazat
szoktak D(U, E) modon is jelolni. Legyen az E egytagu (singleton) ekviva-
lenciaosztélyainak halmaza S :={s € U | [s]g = {s}}.

Az (U, E') approximacios tér egy-egy durva halmazat leirhatjuk egy olyan
(A, B) definidlhatoé halmazparként is, ahol A C B és minden s € S esetén
teljestil, hogy s € B < s € A. Ezt a kovetkezSképpen irhatjuk fel [38]:

RS(U,E)={(A,B) e D(U,E)*| ACB,AnS=BnNS}. (RR)

Egy maésik, a durva fuzzy halmazokhoz szorosan kapcsolodé fogalom az in-
tervallumértékid fuzzy halmaz. Ezek p: U — LP alakt L-fuzzy halmazokként
definialhatok, a hozza tartozo LI teljes halo pedig a kivetkezs:

L[Q] = {(;Ul .132) € L2 | 1 < 1’2}

1L
(1, 22) < (y1,12) © 01 <y1 & 22 <o (IL)

Az invervallumértékii L-fuzzy halmazok Gsszességét ZF (U, L) jeloli, amit az
(IL) képletben megadott moédon lehet rendezni. Az (xy,19) € L?, 21 < a9
parokat az [r1,22] = {y € L | 1 <y < x5} intervallumokkal azonositjuk.

Legyen A = [[A; az azonos tipusu A; = (A;, F), i € [ algebrak di-
rekt szorzata, ahZOEIIF a miveletek egy véges halmaza. A [[A; Descartes-
szorzat egy © € [[A; elemének i-edik koordinataja z; € A;EINyilvéunvaléan
x = (x;)ier- Leg;g A= UIAi, és vegyliik észre, hogy x-et azonosithatjuk az

ic

49



4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

x: 1 — A, z(i) = z;, 1 € I leképezéssel. Ha A; = A minden i € [ esetén,
akkor az Al = (A!| F) direkt hatvany megegyezik a p: I — A alaki leképezé-
sek F(I, A) halmazan definialt algebraval a kovetkezs szerint: minden n-aris
p € F miivelet, valamint p, ..., u, € F(I, A) leképezés esetén

Py ooy pi) () 7= p(pa (2), ooy pin (i) € A.

Mivel ZF(U, L) megegyezik az p: U — L leképezések rendezett halmaza-
val, azonosithato az L teljes halo (L[Z])U direkt hatvanyaval. Igy ZF (U, L)
szintén teljes halo — ha L = [0, 1], akkor teljesen disztributiv halo is. Mivel

minden u € U esetén u(u) = ((a(w), , (u(w)),) € L2 65 (u(u)), < (a(w),
barmely p € ZF (U, L) azonosithato az fi, fo: U — L, fi < fo L-fuzzy hal-

mazpéarokkal, ahol fi(u) = (u(u)), és fo(u) = (p(u)),. Ezért ZF(U, L) teljes
részhaloként beagyazhaté a F(U, L) x F(U, L) haloba. Az (RF1) és (RF2)
alapjan minden durva L-fuzzy halmaz egy intervallumértékd L-fuzzy halmaz
is egyben, azaz RF(U,L) C ZF(U,L).

Legyen Ay = {(z,2) | # € L}. Ekkor Ay az L teljes részhaloja, L2
pedig az L? teljes részhaldja. Nyilvanvaloan L és /\j izomorf halok.

4.1. Lemma. Legyen L = (L,V,A,~,0,1) egy De Morgan-algebra. Ekkor a
~: [P — L2 ~ (11,29) = (~ z9,~ 11) mivelet minden (x1,15) € L? esetén
De Morgan-algebrdt hatdroz meg L*-en és annak LIZ és A\; részhaldin.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy (L%, V, A, =, (0,0), (1,1)) egy De Morgan-algebra.
A szakirodalomban ismert tény, hogy L? korlatos részhaléi, L és A zartak
a ~ miveletre [56]. O

4.2. Kovetkezmény. (i) Ha L = [0, 1], akkor a ~ (x1,22) := (1 —x9,1—1),
(z1,22) € [0,1]* midvelet De Morgan-algebrdt hatdroz meg a ([0,1]®, Vv, A) és
(A[o,u, vV, /\) hdlckon. Tovdbbd (Ajay, V, A, ~,(0,0),(1,1)) izomorf a

([0,1], V, A, ~,0,1) Kleene-algebrdval.

(i) (ZF(U,L),V,N\,~,(0,0),(1,1)) egqy De Morgan-algebra, ahol

~ (f1, f2) (x) = = (fi(z), f2(2)) = (~ fo(x), ~ fi(z)), minden x € U esetén,
(IFDM)
amikor (L,V,N\,~,0,1) is eqy De Morgan-algebra. Abban az esetben, amikor

L =[0,1], akkor ~ (f1, f2) () = (1 — fa(x),1 — fi(x)).

Bizonyitds. (i) Mivel ([0, 1], V, A, ~,0, 1) egy De Morgan-algebra, ahol ~ x =
l—z, x € [0, 1], az els6 allitas nyilvanvalo kovetkezménye a 4.1. Lemmanak. A
o(x) = (z,z), x € [0, 1] leképezés izomorfizmus az emlitett algebrak kozott. A
(ii) allitds nyilvanvalo, mivel az ZF(U, L) hilé izomorf az (L12)” haloval. [
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4.1. Reprezentacios tétel

Legyen U egy nemiires alaphalmaz, és legyen F C U x U egy rajta értelmezett
ekvivalenciarelacié. Azt mondjuk, hogy az av: U — L leképezés konstans az E
ekvivalenciaosztdalyain, (réviden E-konstans), ha minden x,y € U elempéarra
teljesiil, hogy (z,y) € F esetén a(r) = a(y).

4.3. Tétel. Legyen U egy nemiires alaphalmaz, €és legyen L eqy teljes hdlo.
Az (f,g) L-fuzzy halmazpdr, ahol f,g: U — L, pontosan akkor az E C U X
U ekvivalenciareldcio dltal szdrmaztatott durva L-fuzzy halmaz, ha az aldbbi
feltételek teljesiilnek:

(a) [ és g konstans az E osztdlyain,

(b) f<y;
(c) f(s)=g(s), minden s € S esetén.

Bizonyitds. Legyen (f, f)az f: U — L leképezésnek megfelels durva L-fuzzy
halmaz, és legyen (z,y) € E. Ekkor [z], = [y]g, tehat f(z) = f(y), f(z) =
f(y) (RF1) és (RF2) szerint. Ez azt jelenti, hogy (a) teljesiil f és f esetén.
(b) és (c¢) nyilvanvalo kévetkezményei (RF1)-nek és (RF2)-nek.

Forditva, tegyiik fel, hogy (a), (b) és (c) teljesiilnek az f,g: U — L leképe-
zésekre. A kivalasztéasi axidma szerint minden u € U \ S elemhez valasszunk
egy a, € [u]p elemet, majd definidljuk a h: U — L leképezést az alabbiak

h(x) — { 9(37), ha z = a,;

szerint:

f(z), egyébként.

Megmutatjuk, hogy h = f és h = g. Ha z = s € S, akkor (RF1) és (RF2)
szerint [z], = {s} teljesiil, igy h(z) = f(s) = g(s) = h(z). Hax € U\ S,
akkor [z|g legalabb két elemet tartalmaz, és barmely y € [z|g esetén f(y) =
f(z) < g(x) = g(a,), amibsl adodik, hogy:

= A\{n) |y € ale} = N{fW) v € [2]p\ {a:}} A glas) = f(2),

=\ {h(y) |y € ez} = \/ {f () |y €[]\ {aa}} V g(an)
= g(a;) = g(x).
Tehit (f,g) = (b, h) € RF(U,L). 0

Durvan fogalmazva ez azt jelenti, hogy a durva L-fuzzy halmazokat te-
kinthetjik az F (U,Lm) olyan specidlis leképezéseinek, amelyek az FE ekvi-
valenciaosztélyain konstansak. Részletesebb értelmezésben: legyen Cp(U, L)
az E-konstans leképezések osztalya. (RF1) és (RF2) szerint h, h € Cp(U, L),
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barmely h: U — L leképezés esetén. Nyilvanvalo, hogy Cg(U,L) = {f €
F(U,L) | f = f}, és konnyen belathato, hogy Cp(U, L) teljes részhaléja
F(U,L)-nek. Ezért a durva L-fuzzy halmazok 4.3. Tételben szerepls rep-
rezentacidja tokéletesen analdg a durva halmazok reprezentaciojaval. Itt az
E-konstans leképezések az U alaphalmaz E-definidlhat6 részhalmazainak fe-
lelnek meg, és a durva L-fuzzy halmazokat egy (f, g) E-konstans leképezéspar
reprezentalja, ahol f fuzzy részhalmaza g-nek (azaz f < g), és teljesitik az
egytag halmazokra vonatkozo (c) feltételt.

4.4. Kovetkezmény. (i) RF(U, L) teljes részhdldja a ZF(U,L) = (LM)U
halonak.

(1)) (RF(U,L),V,N ~,(0,0),(1,1)) részalgebrdja az (ZF(U,L),V,\ =, (0,
0),(1,1)) De Morgan-algebrdanak, ha (L,V, N\, ~,0,1) egy De Morgan-algebra.

Bizonyitds. Legyen (gi,E> e RF(U,L) CZTF(U,L), i€ I. Mivel ZF(U, L)
teljes részhaloja F(U, L) x F(U, L)-nek, a (gi,E>, i € I elemek ZF (U, L)-beli

szuprémuma és infimuma:

A (9:7) = </\gi=/\E) -

iel i€l el
Nyilvanvaloan teljesiil, hogy \/¢g. < /g és Ag. < AG;- Mivel minden i € I-
iel ' el iel ' el
re teljesiil, hogy g, i € Ce(U, L), és Cg(U, L) teljes részhaloja F (U, L)-nek,
ezaltal \/ g, Vg € Cg(U,L) és Ng.,\Ng € Cg(U,L). Tehat \g. és Vi,
iel ' el iel iel ' el
valamint A g. és A g teljesiti a 4.3. Tétel (a) és (b) feltételeit. Tovabba
el
teljesitik (c)-t is, mivel minden s € S esetén:

(ng-) (5) = Vg,(s) = \[7ils) = (\/@) (s),

el el el el

és hasonléan kapjuk, hogy

(/E\Ig> (s) = (/G\Ig—> (s).

A 4.3. Tétel alapjan tehét:

V (2.%). A\ (9,5) € RFWU,L).

el el
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

Mivel ZF (U, L) azonosithato (Lm)U—Val, igy bizonyitottuk az (i) allitast.

(i) Az (i) allitas értelmében (0,0),(1,1) € RF(U,L). Legyen (f1,f2) €
RF(U,L). Ekkor f; és fo kielégiti az (a), (b) és (c) feltételeket. A 4.2. Ko-
vetkezmény (ii) pontja miatt (ZF (U, L), V, A ~,(0,0), (1,1)) egy De Morgan-
algebra, ahol ~ (fi,f2) = (~ fo,~ f1). Ezért ~ fo <~ fi1, azaz (b)
teljesiil (~ fo,~ f1) esetén. Mivel ~ fy és ~ f; konstans az E osztéalya-
in, (a) is teljestiil. Mivel (c¢) nyilvanvaloan teljestil ~ f, ~ f; esetén, igy
(~ fo,~ f1) € RF(U, L). Ezzel (ii) is bizonyitast nyert. O

Legyen A = [[A; az A; = (A;, F), 1 € I algebrak direkt szorzata, és legye-
icl
nek a m,: [[A; = Ak, m7((2:)ier) = xx (k € I) leképezések az A természetes
il
projekcidi. Az A algebra egy B = (B, F') részalgebrajat az A;, ¢ € I algebrak
szubdirekt szorzatanak neveziink, ha minden i € [ esetén m;(B) = A;. Béar-
mely E C I x I ekvivalenciarelaciora, ha A; = A; minden (7, ) € E esetén,
akkor definialjuk az [ A4; := {(2:)ic; € [[Ai | 5 = x;, minden (7, ) € E}
iel il
halmazt. Ismert, hogy (H{E]Ai,F ) az A;, i € I algebrak szubdirekt szor-
icl
zata [9]; ezt []"*A; modon fogjuk jeldlni. Ha A,, i € I teljes halok, akkor
iel
nyilvanvalo, hogy H[E]Ai teljes részhaloja a [[A; szorzatnak. Most tekintsiik
iel el
a [] L. direkt szorzatot az alabbi modon definialt £, halokra:
uelU

(2] .
£u::{L ,haueU\S,. (Lu)

Ar, haues.
Ekkor a kovetkezd allitast kapjuk:

4.5. Allitas. RF(U, L) izomorf a [[ 'L, szubdirekt szorzattal.

uelU

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg a T: RF(U,L) — [] Elp, leképezést, amelyet
uelU
az aldbbi moédon adunk meg:

T (9,9) == (9(uw),g(u))uecr, minden (g,g) € RF(U, L) esectén.

Az T leképezés jol definialt. Valoban, hiszen T (g,9) (u) = (g(u), g(u)) € L?,
mert g(u) < g(u). Ha u € S, akkor g(u) = g(u) miatt T (g,9) (u) € Ay.
Mivel minden u,v € U, (u,v) € E esetén (g(u),g(u)) = (g(v),g(v)), ezért
T (g’ g) = (xU>u€U S I;IU[E]‘Cu-

Tovabbé (g,9) < (h,h) < (g(u),g(u)) < (h(u), h(u)),Vu € U. Ezért T ren-

dezéstrzs beagyazas. Ezenfelil, legyen (2,)uer € ] Elp,.. Mivel A C L2,
uelU
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

2y = (Zu1, 2u2) € L? mindig fennall. Definialjuk az f:U—= L, f:U—L
leképezéseket ugy, hogy f(u) = 2.1, f(u) = 2,9, minden u € U ese-
tén. Ekkor f < f, és ha s € S, akkor z, € A, miatt f(s) = f(s).
Mivel minden w,v € U esetén, ahol (u,v) € FE, teljesil z, = z,, ezért
f(u) = zu1 =201 = f(v) & f(u) = 240 = 2,2 = f(v). Mivel f és f egyarant
E-konstansok, (f, f)eERFWU,L)és Y (i, ?) = ((2u)1, (Zu)o)uer = (Zu)ueu-
Tehéat T bijektiv és rendezésizomorfizmus. O

4.6. Allitas. Az L hdld izomorf RF(U, L) egy fdidedljdval.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy barmely £, izomorf [] [E]ﬁu =
uelU
RF(U, L) egy foidedljaval. Legyen s € S, ekkor L, = Ap. Barmely y € L

esetén legyen a(*¥) := (aq(,587y))ue[], ahol

{(y,y>,hau=s;

alsy) . —
(0,0), egyébként

U =

Definicié szerint a*¥) € [] [E] L., valamint az o> fsidealja ebben a haléban
uelU

(E]
(CL(SJ)] - {(qu)ueU € H ‘Cu | (xu)uGU < a(s,l)} - {(aqg&y))“EU | ye L}

uelU

Y

Nyilvanvaléan ez a részhalo izomorf a Ap-lel, és A, = L. Most legyen v €
U\S. Ekkor £, = LP. Barmely (y;,v2) € L esetén definialjuk a kovetkezét:

ploiy2) . (b(vvyhya))ueU?

ahol

ployLy2) (Y1,92) , ha u € [v]g;
Y| (0,0), egyébkent

Definici6 szerint b("v1-¥2) € T e, és bt foidedlja:
uelU

E
(O] = {(z)uev € H[ z, | (@u)uer < BV}

uelU

= {5 ) uer | (11, 92) € LP}

Konnyen belathato, hogy ez a halé izomorf az LIZ haloval. Mivel L izomorf
LB egy féidealjaval, igy L izomorf RF (U, L) egy fsidealjaval. O

Ennek kozvetlen kévetkezményeként kapjuk az alabbi allitast.
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

4.7. Kovetkezmény. RF (U, L) akkor és csakis akkor (teljesen) disztribu-
tiv hadlo, ha L is (teljesen) disztributiv. Specidlis esetben: RF (U, |0, 1]) egy

teljesen disztributiv hdlo.

Bizonyitds. L egy (teljes) részhéaloja L*nek. Mivel RF (U, L) izomorf (L)Y
egy teljes részhalojaval, ezért disztributiv (teljesen disztributiv), ha L disztri-
butiv (teljesen disztributiv). Tekintettel a 4.6. Allitasra, L disztributiv (tel-
jesen disztributiv), ha RF(U, L) disztributiv (teljesen disztributiv). Mivel
([0,1], <) egy teljesen disztributiv halo, ezért RF (U, [0, 1]) teljesen disztribu-
tiv. [l

4.2. Reprezentacié durva relaciokkal

A teljes L halo egy x # 0 eleme teljesen egyesités-irreducibilis, ha barmely T" C
L-rex =\/ T esetén x € T'. A teljesen egyesités-irreducibilis elemek halmazat
J-vel jeloljik. Azokat az a € L elemeket, amelyek a 0-nak rakovetkezéi, a halo
atomjainak nevezziik. Az atomok halmazat A-val jeloljiik, és nyilvanval6an
ACJ.

Barmely = € L esetén legyen J(z) ={j e J|j<z}és A(x) ={a€ A|
a < x}. Az L halo térszerd, ha barmely x € L esetén « = \/ J(z). Hasonloan,
az L halo atomisztikus, ha barmely x € L esetén © = \/ A(x). A teljes L halo
végtelen egyesitésre disztributiv, ha barmely x € L és x; € L, i € I esetén:

x A (\/xz> = \/ (x ANx;) . (JID)

iel iel
Ismert, hogy minden végtelen egyesitésre disztributiv halo disztributiv. To-
vabba minden teljes haloban

J(Na; |iel)) =n{J(x)|iecl}. (J1)

Ha L térszert halo, akkor barmely x,y € L esetén < y < J(x) C J(y).
Ha emellett L disztributiv, akkor J(x; V z2) = J(x1) U J(x2), ha pedig L
végtelen egyesitésre disztributiv, akkor

Tz |iel))=U{J(z)|iel}. (J2)

Két binaris relacio, Ry C U? és Ry C U2 direkt szorzata egy olyan R :=
Ry X Ry binaris relacio, amely barmely (z1,x2), (y1,y2) € Uy x Us esetén a
kovetkezsképpen definialhato:

((1’1,1'2), (ylay2)) €ER<& (xbyl) € Rl es (x27y2) € R2'

Az (U; x Us, R) approximacios teret a (Up, Ry) és (U, Ry) approximécios
terek direkt szorzatanak nevezziikk. Barmely o C U; x U, relacié also és felsd
approximécioja (Uy x Uy, R)-ben:

or = {(z,y) € Uy x Ua | [(z,9)|r C o},
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

o = {(z,y) € Uy x Us | [(w,y)]r N0 # 0} .
A (og, 0®) par a p-hoz tartozo durva reldcid |65, 110], ahol alternativ defini-
ci6 is talalhato. Mivel a durva relaciok megegyeznek az (U; x Us, R) durva
halmazaival, Gsszességiiket RS(U; x Uy, R) modon jeloljik. A durva rela-
ciokat a komponensenkénti tartalmazas szerint rendezhetjiik, igy kapjuk az
(RS(Uy xUs, R), <) disztributiv halot, amelyet az U; x Uy-n értelmezett durva
relaciok halojaként is értelmeziink. Definidljuk a kdvetkezd leképezést:

~ (or, ") == ((0")", (0r)) = ((¢%) . (&9)"),

igy egy (RS(U; xUs, R),N, U, =, 0,1) Kleene-algebrat kapunk, ahol 0 = (), ()
és 1 = (U; xUs,, U; xUs). Barmely o C U; x Us relacio esetén definialjuk annak
egy szeletét a kovetkezSképpen: o(z) :={y € Us | (x,y) € o}. Megfigyelhetd,
hogy barmely x € U; esetén

{(z,y) € U1 x Uz | (z,y) € 0} = {x} X o(z),
ésigy o= U ({o} x o()).

zeU;
Legyen E egy ekvivalenciarelacié U-n, és tekintsiik az (U x J, R) approxi-

méacios teret, ahol J az L teljesen egyesités-irreducibilis elemeinek halmaza,
és R = Ex Ay. Az X C J halmazt L-zdrtnak nevezziik, ha X = J(x)
valamilyen © € L esetén. Az () halmaz L-zart, mivel §) = J(0). Egy
(T,V) € RS(U x J, R) durva halmazt zdrtnak neveziink, ha minden y € U
esetén T'(y) és V(y) L-zart. Jelolje CRS(U x J, R) az (U x J, R) zart durva
halmazait.

4.8. Lemma. Ha L eqy teljes térszerd disztributiv halo, akkor az (U x J, R)
zart durva halmazai egy részhdldjdat alkotjik (RS(U x J, R), <)-nek. Ha ezen-
feliil L kielégiti a (JID) tulajdonsdagot, akkor ez a részhdld teljes részhdldja is
(RS(U x J,R), <)-nek.

Bizonyitds. Legyen a (U x J, R) zart durva halmazainak egy (nemiires) rend-
szere (T;,V;) € CRS(U x J,R), i € I. Ekkor:
NU@ V) Lie 1y = (T i e 1L (Vi li € 1}) € RS(U % J, R);

Vi@ v lieny=(Uinlie il i€ I}) € RS x J, R).
Példaul ha I = {1,2}, akkor (71, V1) V (T3, Va) = (T) UTy, Vi U Va).
Megmutatjuk, hogy az igy kapott durva halmazok zartak. Valoban, minden
x € Uesetén ({T; | i € I}Hz) = ({Ti(z) | i € I} és (Vi | i € I} (z) =
{Vi(z) | i e I}
Mivel T;(x) és V;(x) L-zart halmazok, léteznek olyan y;, z; € L,i € I elemek,
amire T;(z) = J(y;) és Vi(xz) = J(z;). Tehat

(Tlie ) =) lienh =T (A lic ),
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

NVilie Y z)=J(z) liel} = J(/\{zi lie f}) ,

vagyis ({T; | i € I} és N{V; | ¢ € I} is L-zart halmazok, igy:

(ﬂ{ﬂ liel},(\{Vilie I}) e CRS(U x J,R).

Tovabba, ha T;(x) = J(y;) és Vi(z) = J(z;) valamilyen y;,2z; € L,i € {1,2}
esetén, akkor (7' UTy) () = Ti(z) U Te(z) = J(y1) U J(y2) = J(y1 V y2).
Hasonl6an igazolhato, hogy (V1 U V,) () = J(21V 29). Tehat (T3 UTs, V1 UVs)
egy zart halmaz, és (T1UT,, V1UV,) € CRS(U x J, R), ami azt bizonyitja, hogy
CRS(U x J, R) egy részhaloja (RS(U x J, R), <)-nek. Ha ezenfeliil L kielégiti
a (JID) tulajdonsagot, akkor (U{T; | i€ I},U{V;|ie€ I}) € CRS(U x J,R)
hasonléan bizonyithaté a (J2) tulajdonsag alkalmazasaval. Igy kapjuk, hogy
CRS(U x J, R) egy teljes részhéaloja RS(U x J, R)-nek. ]

4.9. Tétel. Legyen E eqy ekvivalenciarelicio az U # O alaphalmazon, és
legyen L egy teljes, térszerd, disztributiv hdlo. Ekkor RF(U, L) izomorf az
(U x J,R) approximdcids tér zdart durva halmazainak hdldjdval, ahol R =
E x AJ.

Bizonyitds. Barmely L-fuzzy halmazra, azaz barmely f € F(U, L) leképezés-
re definidljuk a kovetkezd relaciot:

olf) = | J{a} x J(f(a) CU x J.

zelU

Mivel o(f)(x) = J(f(x)), o(f)(z) egy L-zart halmaz minden z € U esetén.
Tovabba barmely (f1, f2) € RF(U, L) esetén definialjuk a kovetkezot:

(f1, f2) = (o(fr), o(f2))-

Be fogjuk latni, hogy (o(f1), o(f2)) egy zart durva halmaz. Val6ban, minden

x € U esetén fi(x) < fo(x) miatt J(fi(z)) C J(fa(z)), tehat o(f1) C o(fa).
Annak igazolasara, hogy o(f1) és o(f2) R-definidlhaté halmazok, vegyiink egy
tetszdleges (x,y) € o(f1) elemet, és legyen (u,v) € [(z,y)]r. Ekkor (z,u) € E
ésv=y e J(fi(x)). Mivel fi(u) = fi(z), igy v € J(f1(u)), amibsl

(u,v) € ux J(fi(u) € o(f1)-

Ez azt jelenti, hogy [(z,y)]r C o(f1), azaz o(f1) egy definidlhat6 halmaz.
Hasonloan bizonyithato, hogy o(fs) is definialhato.

Most legyen R-nek egy singletonja (s,y) € U, és tegytk fel, hogy (s,y) €
o(f2). Ekkor (s,y) € {s} x J(fa(s)), és [(s,y)]r = {(s,y)} miatt [s]z = {s},
azaz s € S. Most a 4.3. Tétel alapjan fo(s) = fi(s), és igy (s,y) € {s} x
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4. DURVA L-FUZZY HALMAZOK

J(f1(s)) € o(fr)- Ezért (s,y) € o(f2) & (s,9) € o(f1), és igy (o(f1), o(f2))
egy durva halmaz (U x J, R)-b6l. Mivel o(f1)(z) és o(f2)(x) L-zart halmazok
(

minden = € U esetén, azt kapjuk, hogy (o(f1), 0(f2)) € CRS(U x J, R). Igy

definidlhatjuk a kévetkezd leképezést:
b R]:(U, L) — CRS(U X J, R), q)(fl,fg) = (Q(fl),g(fg))

Bebizonyitjuk, hogy ® egy haloéizomorfizmus. Valéban, ha (f1, f2) < (g1

( 1
akkor f1 < g1 és fo < go, 1gy @(f1, f2) = (o(f1), 0(f2)) < (0(91), 0(g2)

®(g1, 92)-
Forditva, tegyiik fel, hogy ®(f1, f2) < ®(g1,92). Ekkor definici6 szerint

Uted < I € Ul x o), e

92),
) =

U e} x (@) € L} x J(ga(a)).

Ezekbdl kovetkezik, hogy J(fi(x)) C J(g1(x)) és J(f2(2z)) € J(g2(x)) minden
x € U esetén. Ebbdl azt kapjuk, hogy fi(x) =V J(fi(x)) <V J(g1(x)) =
g1(z) &s fa(z) = V J(fa(2)) < \VJ(92(x)) = g2(x) minden = € U esetén.
Ezért fi < g1 és fo < ¢o, tehat ® egy hélobeagyazas. Igy mar csak azt
kell megmutatni, hogy ® sziirjektiv. Ennek bizonyitasidhoz vegyiink egy tet-
sz6leges (T, V) € CRS(U x J, R) zart durva halmazt. Mivel T'(x) és V(x)
L-zart halmazok, igy T'(z) = J(z1(z)) és V(z) = J(22(x)) barmely = € U
esetén, ahol zi(z),z(x) € L 2-tél fiiggs elemek. Igy a z,: U — L és
zo: U — L leképezések, azaz z1,2o € F(U,L). Tehat annak bizonyitasa-
hoz, hogy (z1,22) € RF(U, L), ellenérizniink kell a 4.3. Tétel (a), (b), (c)
feltételeit.

(a) Mivel T' C V, ezért J(z1(x)) = T(x) C V() = J(22(x)), amibsl
kovetkezik, hogy z1(x) = \/ J(z1(z)) <V J(22(2)) = 22(2), azaz z; < 2.

(b) Legyen (x,y) € E. Mivel T és V' R-definialt halmazok és R = E'x Ay,
minden j, k € J esetén (z,j) € T < (y,j) € T és (x,k) € V & (y,k) €
V. Ezért T(x) = T(y) es V(x) = V(y), gy J(a(x)) = T(x) = T(y) =
J(1(9) 6 J(z2(x)) = V(@) = V() = J(22(y)). EbbS] kapjuk, hogy 2 (x) =
VJ(5(2) =V I(51(9)) = 21(y) 6 25(x) = VI (1)) = T (22(9)) = 22(1),
ami bizonyitja (b)-t.

(c) Legyen s € S. Ekkor barmely y € L esetén (s,y) egy singletonja
Rnek. Igy y € T(s) & (s,y) €T < (s,y) €V & y € V(s), azaz T(s) =
V(s). Ebbdl kévetkezik, hogy J(z1(s)) = T(s) = V(s) = J(z(s)), és igy
21(s) =V J(21(s)) = V J(22(s)) = 22(s). Ez bizonyitja (c)-t, tehat (21, 22) €
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RF(U, L) a 4.3. Tétel szerint. Végiil megfigyelhetjiik, hogy

T = J{a} x T(x) = [ J{z} x J(21(2)) = o(2), &5

V= U{x} x V(x) = U{a:} X J(z2(7)) = o(22).

fay azt kapjuk, hogy @ (21, ) = (o(=1), o(22)) = (T, V). Ez bizonytja, hogy
¢: RF(U,L) — CRS(U x J, R) sziirjektiv, igy ® egy haloizomorfizmus. [

Legyen L[0,1] a ([0, 1], <) rendezésidealjainak teljes haloja. Mivel L]0, 1]
teljesen disztributiv, ez egy végtelen egyesitésre disztributiv halo is. Vegyiik
észre, hogy J = I := {[0,z],z € [0,1]}. Mivel minden O € L]0, 1] esetén
O = |J{[0,z],z € [0,1]}, a L]0, 1] halo térszertd. Hasznaljuk a (z] := [0, z]
jelolést. A 4.9. Tételt alkalmazva kapjuk a kévetkezst.

4.10. Kovetkezmény. Legyen E eqy ekvivalenciareldcio U # O halmazon.
Ekkor az RF(U,[0,1]) fuzzy durva halmazok hdldja izomorf a durva reldcick
RS(U x I, E x Ap) részhdléjdval.

Bizonyitds. A 4.9. Tétel és a 4.8. Lemma alapjan RF (U, L0, 1]) izomorf az
RS(U x I, E x /A1) egy teljes részhalojaval. Megmutatjuk, hogy RF (U, [0, 1])
részhaloként beagyazhato az RF (U, L]0, 1]) haloba. Ismert, hogy a : [0, 1]
— L[0,1], ¥(x) = (z] leképezés halobeagyazés. Definialjuk most a kovetkezd
leképezést:

v RFE(U,[0,1]) = RFU x L[0,1]), (1, f2)(x) := ((fu(2)], (f2(2)]).

Konnyen ellendrizhetd, hogy ¥ is halobeagyazas, tehat RF (U, [0,1]) izomorf
a RF(U, L]0, 1]) valamely K részhalojaval. Kovetkezésképpen RF (U, [0, 1])
izomorf az RS(U x [0,1], E x A1) egy részhalojaval is. O

4.3. Hal6tulajdonsagok

Ha L egy pszeudokomplementumos halo, akkor barmely a € L esetén az
(a] f6idedl is pszeudokomplementumos halo. Az (L,V,A,*,0,1) algebrat p-
algebranak nevezziik (a * jeloli a pszeudokomplementum-képzés miiveletét).
Az

(y Az A ANxp) V(] Axg A Axy)" Vo V(g Azg A Aap) =1 (L)

azonossag minden n € N esetén a p-algebrék egy egyenletosztalyat hatérozza
meg. A disztributiv p-algebrak barmely valodi egyenletosztilya — a Boole-
algebrak varietasat kivéve — egybeesik ezen osztalyok valamelyikével [46]. Az
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(Ly,) azonossagot kielégité pszeudokomplementumos halot (L, )-hdlonak ne-
vezziik [81]. Példaul n = 1 és x1 := z esetén az ugynevezett Stone-azonossdigot
kapjuk, amivel mar az 1. fejezetben is talalkoztunk:

rVat =1 (S)

Az (S) azonossagot kielégits disztributiv p-algebréat Stone-algebrdanak nevez-
ziik. Ismert, hogy ha L egy disztributiv (L, )-halo, akkor barmely a € L
esetén (al is (L, )-halo.

4.11. Példak. (a) Legyen (B, V,A,—,0,1) egy Boole-algebra. Ekkor ha (a,b) €

BB esetén (a,b)* = (=b, —b), akkor a [26] alapjin a (B2, v, A*(0,0),(1,1))

Stone-algebrdt kapjuk.

(b) ([0,1], max, min,* ,0,1) egy Stone-algebra, ahol barmely x € [0,1] esetén
. J 1, hax=0;

T 0, egyébként

(c) A [76] cikkben bizonyitottdk, hogy RS(U, E) is Stone-algebra, ahol (A, B)*

= (B¢, B°).

4.12. Lemma. (i) L = (L,V,A\,*,0,1) akkor és csak akkor p-algebra, ha
L2 = (L2 v, A2 ,(0,0),(1,1)) is p-algebra, ahol barmely (x1,x5) € LP
esetén (xq,x0)® = (xh, x3).

(i4) L eqyrészt akkor és csak akkor (Ly)-hdld, ha L is (L,)-hdld, mdsrészt
pedig akkor és csak akkor, ha (Ap,V,AN,®,(0,0),(1,1)) is egy (L,)-hdlo.

Bizonyitds. Legyen L egy p-algebra, és (z1,2) € L. Mivel 2; < my, ezért
ry ANay <z ANk =0, igy (z1,22) A (x5, 25) = (0,0). Forditva, ha (z1,x) A
(y1,y2) = (z1 Ay1, 22 Aya) = (0,0), akkor y3 < yo < xh. Ezért (zq,22) A
(y1,92) = (0,0) < (y1,92) < (23, 23).

Igy (21,22) pszeudokomplementuma LPZ-ben (21, 29)% = (23, 23), és L2
egy p-algebra. Forditva, tegyiik fel, hogy L™ egy p-algebra. Mivel L izomorf a
((0,1)] fsideallal LP-ben, ezért pszeudokomplementumos, vagyis LL p-algebra.
(i) Tegyiik fel, hogy L kielégiti az (L,,) azonossagot, és legyenek x; = (aq, by),
Ty = (ag,b3), ..., 1, = (an,by) tetszoleges elemei LIZ-nek. Ekkor

(Tr ANTa N ANxp)" V(] AT A Axy) Ve V(s Axg A ANay)' =

(al/\ag/\/\an,bl/\bg/\/\bn)*\/(b’{/\ag/\/\an,bf/\bg/\/\bn)*\/
V(ag Aag A= Ab: by Abg A= ANDE) =
(b1 Aba A=+ = AbR), (Dy Abg A=+ < Ab ) IV (D] Aba A~ - <Aby )™, (B Aba A+ <Abp)*) V. ..

V((by Abg Ao ABE) (by Aby Ao ADL)T) =
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((by Aby A Ab)* V(B Abg Av- Aby) VooV (by Aby A+ AUE),

Ez azt jelenti, hogy L kielégiti az (L,,) azonossagot. Mivel

(A, V, A%, (0,0),(1,1)) részalgebraja LP-nek, ezért pontosan akkor elégiti
ki az (L,) azonossagot, amikor L is. Végiil, mivel L és

(Ap,V, A2, (0,0),(1,1)) egymaéssal izomorf p-algebrak, kész vagyunk a bizo-
nyitassal. [

4.13. Allitas. (i) A RF(U, L) hdlé akkor és csak akkor pszeudokomplemen-
tumos, ha L pszeudokomplementumos.

(i) RF (U, L) akkor és csak akkor (Ly)-hdld, ha L (L,)-hdlo.

(i) Ho L = (B,V,A,—,0,1) egy Boole-hdlo, vagy L = ([0, 1], max, min),
akkor RF (U, L) egy Stone-algebra, ahol (f,g)*(x) = (—g(z),g(x)), illetve
(f,9)"(x) = (9(z)", g(2)").

Bizonyitds. (i) Tegytiik fel, hogy L pszeudokomplementumos. Ekkor A, = L
pszeudokomplementumos, és a 4.12. Lemma (i) pontjara tekintettel L is
pszeudokomplementumos. Ezért az (Lu) képlettel (50. oldal) meghatarozott

L, halok [] L, direkt szorzata szintén egy pszeudokomplementumos héalo,
uclU

amiben (f,g) € [] L. esetén (f, g)*(x) = (g(x)*, g(z)*). Megmutatjuk, hogy
uelU

IT El e, rész-p-algebraja [] £.-nak. Legyen (¢,9) € [] EIL... Ekkor g(u) =

uelU uelU - uelU -

g(v) és g(u) = g(v) barmely (u,v) € E esetén. Ezért g(u)® = g(v)* és

g(w)* =g(v)". Igy (9,9)" (v) = (g(w)*,g(w)*) = (g(v)*,7(v)*) = (9:9)" (v).
Ezért (g, §)* € I Elr,.. Ezaltal RF (U, L) egy pszeudokomplementumos
uelU

halo, mert izomorf [T ¥ L,-val.
uelU
Forditva, tegyiik fel, hogy RF (U, L) pszeudokomplementumos. Mivel a 4.6.

Allitas szerint L izomorf az RF (U, L) egy féidealjaval, igy L pszeudokomp-
lementumos.

(ii) Tegytik fel, hogy L = (L, V,A,*,0,1) egy (L,)-halo. Ekkor a 4.12. Lem-
ma (ii) pontjara tekintettel LIl és Ay is (L,)-halok. Mivel RF(U, L) ezek
szubdirekt szorzata, igy (L,)-héalo. Forditva, legyen RF (U, L) egy (Ly,)-hélo.
Mivel L izomorf az RF (U, L) egy féidealjaval, L is (L, )-halo.

(iii) Ha (L,V,A,*,0,1) egy p-algebra, akkor (f, g)*(z) = (9(z)*, g(z)*) az (i)
bizonyitasa alapjan. Ezért a Boole-halo esetében (f, g)*(z) = (—g(z), ng(z))
barmely © € B esetén. Ekkor (f,g)*(z) = (g(x),9(x)), és (f,g9)"(x) V
(f,9)™(x) = (1,1), tehat az (S) azonossag teljesiil. Mivel

([0, 1], max, min,*,0,1) egy Stone-algebra, ezért a (ii) alapjan RF (U, L) is
az. [
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Egy (L,V,A*,7,0,1) algebra dupla p-algebra, ha L = (L,V,A\,*,0,1) p-
algebra és (L,V,A,7,0,1) dudlis p-algebra, azaz z > x < xV z = 1 min-
den z,z € L esetén. Az xt elem = € L dudlis pszeudokomplementuma.
Megfigyelhetjiik, hogy barmely pszeudokomplementumos De Morgan-algebra
(L,V,N\,~,0,1) dupla p-algebra * = ~ (~ z)* definicioval, minden = € L-re
[83], mert

zVz=1le (~v2o)AN(~v2) =0~z < (~va) e 2>~ (~a)

Egy dupla Stone-algebra olyan disztributiv dupla p-algebra (L, V, A* 7.0, 1),
amely minden = € L elemre kielégiti az (S) azonossagot, és annak dualisat:

T Azt =1,

Ismert, hogy ha egy De Morgan-algebra Stone-algebra, akkor dupla Stone-
algebra is. Igy a kovetkezd eredményt kapjuk:

4.14. Kovetkezmény. Ha (L,V,N,*,0,1) egy Stone-De Morgan-algebra,
akkor RF(U,L) egy dupla Stone-algebra. Abban a specifikus esetben, ha
L = (]0, 1], max, min), akkor RF (U, L) egy dupla Stone-algebra.

A topologikus kvdzi- Boole-algebra [4] egy (A, V, A, ~, 1, 0,1) De Morgan-algebra
egy tovabbi [: A — A egyvaltozos miivelettel, amely kielégiti az alabbi felté-
teleket:

(T1) U(z) < =

(T2) 1(1(x)) = I(2);
(T3) i(a A y) = Ux) Al(y);
(T4) U(1) = 1;

(T5) u(i(z)) = i(x),

minden z,y € A esetén, ahol x € A-ra u(z) = ~ (I(~ x)), azaz u az | dudlisa.
Az els6 négy feltétel azt jelenti, hogy [ egy topologikus belsd operdtor az A
halon (|7]. Az u: A — A leképezés pedig, amely [ dudlisa, egy tgynevezett
topologikus lezdrdsi operdtor.

4.15. Allitas. (RF(U, L), V,A ~,1,(0,0),(1,1)) egy topologikus kvdzi-Boole-
algebra, ha (L,V,\,~,0,1) eqy De Morgan-algebra, és
~ (f1, f2) = (~ f2,~ f1), l(flan) = (flafl)-

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy (L, V, A, ~,0,1) egy De Morgan-algebra. Ekkor
a 4.4. Kovetkezmény (ii) pontja alapjan ((RFU, L),V,A ~,(0,0),(1,1)) egy
De Morgan-algebra. Konnytd belatni (T1)-(T4) teljesiilését:

l(fl»fQ) = (fl,fl) < (f17f2);
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l(l (fl,fQ)) = l(flafl) = (fbfl)%
((fi, f2) AN(91,92) = L[ing, ahge) = (fing, i hg) =
(f1r: f1) Agisgr) = L(fr, f2) AL g1, 92) 5
I(1, (1,1),

1) =
VngUk észre, hOgy u(fl;f2) - ( (flan))> =~ (Z<N f27N fl) =~
(~ fas~ f2) = (f2, fo), ezért u(l(f1, f2)) = U(flafl) = (fi, f1) = L(f1, /),
tehat (T5) is teljesiil. Igy (RF(U,L),V,A ~,1,(0,0),(1,1)) egy topologikus
kvazi-Boole-algebra. [l

(~
f2
v,

Az L Heyting-algebra egy korlatos halé, amelyben minden a,b € L esetén
létezik legnagyobb x € L elem, amelyre a A x < b teljesiil. Ezt az ele-
met nevezziik a relativ pszeudokomplementumdnak b-re nézve, és igy jeloljiik:
a = b. Ismert, hogy barmely teljesen disztributiv halo egy (L,V,A,=,0,1)
Heyting-algebra, ahol a relativ pszeudokomplementumot a kovetkez&képpen
értelmezziik:

a::>y:\/{z€L]x/\z§y}. (RP)

Barmely x € L elem pszeudokomplementuma ezek szerint z* := x = 0,
tehat minden Heyting-algebra alaphaloja pszeudokomplementumos, és az is
ismert, hogy disztributiv. Ha (L, V, A, ~,0,1) egy De Morgan-algebra, akkor
az (L,V,N\,~,=,0,1) strukttrat szimmetrikus Heyting-algebranak nevezzik
[58].

4.16. Kévetkezmény. Ha L = (L,V, A\, ~,0,1) egy teljesen disztributiv De
Morgan-algebra, akkor az (RP)-ben megadott = implikdcid és a ~ (f1, f2) =
(~ fa,~ f1) leképezés a H = (RF(U,L),V,A\ ~,=,(0,0),(1,1)) szimmetri-
kus Heyting-algebrat hatdrozza meg RF (U, L)-en.

Bizonyitds. A 4.7. Kovetkezmény szerint RF (U, L) egy teljesen disztributiv
halo. Ezért (RP) felhasznalasaval Heyting-algebrat konstrualhatunk rajta az
alabbi modon:

(f1s f2) = (91,92) == \/{(l1, ha) € RF(U, L) | (f1, f2) A (has ha) < (91, 92)},

minden (fi, f2), (91, 92) € RF(U, L) esetén. A 4.4. Kovetkezmény (ii) pontja
alapjan (RF (U, L),V,A ~,(0,0),(1,1)) egy De Morgan-algebra, igy H egy
szimmetrikus Heyting-algebra. O]

A [11] alapjan egy Nelson-algebra egy olyan N = (N, V, A, ~,0,1) Kleene-
algebra , amelyben minden a,b € N esetén létezik az a +— b relativ pszeudo-
komplementuma a-nak ~ a V b szerint, és minden ¢ € N esetén teljesiil az
alabbi egyenlGség:

(aNb)—c=aw— (b c). (N)
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A definici6 szerint tehat a — b = a = (~ a V b). Minden Nelson-algebraban
definidlhatunk egy — gyenge negdciot a kovetkezSképpen:

—a :=a — 0, minden a € N esetén.

Ha FE egy ekvivalenciarelacio, akkor RS(U, E) egy teljesen disztributiv ha-
16, definidlhato rajta egy (RS(U, E),V,A,=) Heyting-algebra. Tovabba a
[63] cikkben bebizonyitottak, hogy RS(U, E) egy Nelson-algebra, ahol ~
(Xg, XF) = (U\ X?,U\ Xg) minden (Xg, X¥) € RS esetén.

A hdromértékd Lukasiewicz-algebra egy olyan (L,V, A, ~,V,0,1) algebra, a-
melyre (L, V, A, ~,0, 1) egy De Morgan-algebra, és V egy egyvaltozos mtivelet,
az ugynevezett lehetdségoperdtor, amely kielégiti az alabbi azonossdgokat:

(L1) ~2VVz=1,
(L2) ~x ANz =~x AV,
(L3) V(zx Ay) =Vz AVy.

Ismert, hogy minden haromértéki Lukasiewicz-algebra egyben (féligegyszerti)
Nelson-algebra és Heyting-algebra is [57, 58], ahol

r=y=~VeVyV(V~zAVy)ész—y=V~zVy.

Trivialisan minden (B, V, A, —,0, 1) Boole-algebra egy haromértékd Lukasie-
wicz-algebra, ahol Vi = z. Megjegyezziik, hogy a [3| alapjan az RS(U, E)
héalon definialhato egy haromértéki Lukasiewicz-algebra [82] az alabbi modon:

V(Xg, XP) = (X, XF), minden (Xg, X¥) € RS esetén.

4.17. Tétel. Tegyiik fel, hogy E C U x U kiilonbozik az identitdsreldciotol.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) RF(U, L) egy haromértéki Lukasiewicz-algebra, ahol V(f1, f2) := (f2, f2),
(f1,f2) € RF(U,L).

(i) RF (U, L) egy Nelson-algebra

(1ii) RF(U, L) egy Kleene-algebra

(iv) L egy Boole-hdld.

Bizonyitds. (iv)=(i). Tegytik fel, hogy L egy Boole-halo. Ekkor ismert, hogy
(LF, VA, ~,V,(0,0), (1,1)), ahol ~ (z,y) = (-y,~x) & V(z,y) = (y.),
egy haromértékd Lukasiewicz-algebra, amelynek részalgebraja (Ap,V, A, ~
,V,(0,0),(1,1)). Ezért RF(U, L), amely ezek egy szubdirekt szorzatéval
izomorf, szintén haromértékd Lukasiewicz-algebra, ahol V(f1, f2)(x) =
V(fi(z), fa(x)) = (f2(z), fo(x)), minden x € U és minden (f1, f2) € RF(U, L)
esetén.

Az (1)=(ii) és (ii)=-(iii) implikaciok nyilvanvaloak.
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(iii)=(iv). Tudjuk, hogy RF(U,L) = ] "™L,. Mivel E nem az identitas-
uelU
relacio, létezik olyan ug € U, amelyre uy nem egy singleton, igy £,, = L.

Ekkor LP — mint RF(U, L) egyik szubdirekt tényezéje — szintén Kleene-
algebra, ahol ~ (z1,25) = (~ ,~ 1), minden (z,2;) € LI? esetén, a 4.1,
Lemma értelmében. A [56] alapjan ekkor L egy Boole-hélo, amelyben minden
x € L esetén ~ x az x komplementuma L-ben. O

Legyen L egy teljes atomisztikus Boole-hald. Ekkor L teljesen egyesités-
irreducibilis elemeinek halmaza, J, egybeesik az atomok halmazaval, A-val.
Mivel barmely B C A halmaz esetén B = A(b), ahol b := \/ B, minden
A-beli részhalmaz L-zart. Jelolje x € L komplementuméat —z. Ismert, hogy
A(—z) = A(x)°. Ezeket a tényeket felhasznalva bizonyitjuk a kovetkezd tételt.

4.18. Allitas. Legyen E eqy ekvivalenciareldcié az U # O alaphalmazon,
és legyen L eqy teljes, atomisztikus Boole-hdld. FEkkor a (RF(U,L),V, N\, ~
,V,(0,0),(1,1)) hdaromértéki Lukasiewicz-algebra izomorf az (U x A, R) app-
roximdcids térbeli (RS(U x A, R),V,A,~,V,(0,0),(U,U)) durvahalmaz-al-
gebrajdval, ahol R = E X A 4.

Bizonyitds. El6szor vegyiik észre, hogy barmely (T,V) € RS(U x A, R) dur-
va halmaz zart, mivel barmely x € U esetén a T'(z),V(z) C A halmazok
L-zartak. Mivel minden teljes, atomisztikus Boole-halé egy térszerd halo,
amely kielégiti a (JID) tulajdonségot, igy a 4.9. Tétel alapjan azt kap-
juk, hogy a ®: RF(U,L) — RS(U x L,R), ®(fi,f2) = (o(f), o(f2),
(f1,f2) € RF(U, L) leképezés egy haldizomorfizmus. Bebizonyitjuk, hogy
® egy izomorfizmus a haromértéki Fukasiewicz-algebrara nézve is.

Vegyiik észre, hogy barmely f € F(U, L) esetén A((~ f)(x)) = A(—f(z))
A(f(2))° miatt o(~ f) = U {2} x A((~ f)(2)) = U {z} x A(f(2))°. Ekkor

(0,9) € ol~ f) & (29) ¢ U {z} x A(f(z)) = (f), ami azt jelenti, hogy

zelU

o(~ f) = o(f)°. Ezt felhasznalva:

D (= (f1, f2)) = P(~ fo,~ f1) = (o(~ f2), 0(~ f1)) = (o(f2), o(f1)")
=~ (0(f1), 0(f2))-

Tovabba:

O (V(f1, f2)) = ®(f2, f2) = (e(f2), o(f2)) = V((e(f1), o(f2)) = VO(f1, f2),

és ezzel a bizonyitas kész. O
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4.4. 111. TEzZ1S

Kijelentettem és bizonyitottam egy reprezentacios tételt, ami meg-
hatarozza, hogy egy L-fuzzy halmazpar mikor alkot durva L-fuzzy
halmazt egy adott (éles) approximaciés térben. Kapcsolatot te-
remtettem a durva L-fuzzy halmazok és a durva relaciok kozott.
Megmutattam, hogy milyen tulajdonsagok orokl6dnek az L haléroél
a durva L-fuzzy halmazok haldjara. Megadtam, hogy milyen fel-
tételek ekvivalensek azzal, hogy a durva L-fuzzy halmazok héaléja
haromértéki Lukasiewicz-algebrat alkosson.

Tézishez tartozo publikaciom: [S10]
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Ebben a fejezetben jellemzem azokat a fuzzy halmazpérokat, amelyek fuzzy
durva halmazokat alkotnak egy U alaphalmazon értelmezett 6 ¢-hasonlosagi
relacidra nézve bizonyos t-normék és implikidtorok esetén. ElGszor az also és
fels6 fuzzy approximaciok segitségével kvazirendezéseket definidlok, amit arra
fogok felhasznalni, hogy a f6 eredményeket bizonyitsam.

Ezutdan bemutatom, hogy milyen feltételek sziikségesek ahhoz, hogy a
fuzzy durva halmazok héalot alkossanak, amennyiben U véges, vagy 6, illetve
a fuzzy halmazok értékkészlete egy rogzitett véges lanc. Megmutatom to-
vabbé, hogy ezek a feltételek teljesiilnek a min t-norma és barmely involutiv
negatorral és a max konormaval definialt S-implikitor esetén.

A két f6 elmélet integralasanak els§ lépései Del Cerro és Prade [10], Na-
kamura [61], valamint Dubois és Prade [22] munkaihoz kapcsolodnak. A [22]
cikkben a fuzzy durva halmazokat az (f, f) € F(U) x F(U) parokkal de-
finialjak, amelyek egy f € F(U) fuzzy halmaz also és felsé approximacioi.
Ezeket a fuzzy approximéciokat a min ¢-norma, a max t-konorma és egy ha-
sonlosagi relacio segitségével hataroztak meg. A megkozelitésiiket tobb cikk
is altalanositotta, példaul |21, 30, 33, 34, 71, 84, 103, 104] és [17], ahol a fuzzy
durva halmazokat kiilonb6z6 t-normék (mas néven konjunktorok) és kapcso-
l6d¢ implikatorok alapjan definialtdk. Fzeknek a kozelité operatoroknak a
részletes vizsgalatat a [17], [84], valamint [54], [85] cikkekben dolgoztak ki,
ahol az L-fuzzy halmazok also és fels6 kozelitéseinek strukturajat is tanulma-
nyoztdk. Ezen tulajdonsagok axiomatikus megkozelitését tobbek kozott a |8,
52, 55, 59| tartalmazza.

5.1. Implikatorok

Negdatornak nevezzik az n: [0,1] — [0, 1] csokkend leképezést, amelyre n(0) =
1 és n(1) = 0. Az n negator involutiv, ha teljesiil, hogy n(n(z)) = x, minden
x € |0, 1] esetén [25]. Az agynevezett szokdsos negdtor n(z) == 1—z, z € [0, 1]
egy involutiv negétor.

Legyen adott egy n involutiv negétor, egy ® t-norma és egy @ t-konorma.
Azt mondjuk, hogy ® és @ egy n-dudlis part alkotnak [84], ha minden =,y €
0, 1] esetén

n(z ®y) =n(z) ©n(y).

Nyilvanval6an ebbél az azonossaghol kovetkezik az is, hogy
n(z ©y) =n(z) & n(y).

Példaul a min(z,y) és a max(z,y) jol ismert n-duélis part alkotnak barmely
involutiv negatorral [0, 1]-en.
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Az implikdtor egy binaris mtvelet (leképezés) t>: [0,1]* — [0,1], amely
az els6 valtoz6 szerint csokkend, a masodik szerint névekvs, és kielégiti a
kovetkez6 hatarfeltételeket:

0>0=0>1=1I>1=1é1>0=0.

A > egy hatdrimplikdtor, ha minden z € [0, 1] esetén teljesiil, hogy 1 > = = z.
a A hatarimplikatoroknak két fontos osztalya van [17]. Az egyik egy adott
® t-norméhoz tartozo tgynevezett R-implikdtor, amelyet a kovetkezSképpen
hatarozunk meg:

Ty = \/{z €0,1] | x ® z < y}, minden z,y € [0, 1] esetén.

Ha ® egy folytonos t-norma, akkor az ([0, 1], V, A, ®,>,0, 1) algebra egy tgy-
nevezett kommutativ rezidudlt hdld [29]. A @ t-konorméhoz és az n negétor-
hoz tartoz6 S-implikdtort az alabbi médon definialjuk:

x>y :=n(x)Py
A >, Lukasiewicz implikdtor egyszerre R-implikator és S-implikator, amelyet
igy definidlunk: = > y := min(1, 1—x+vy), Vo € [0,1]. A >xp Kleene-Dienes
(KD) implikdtor egy S-implikator, amelyet ugy definialunk, hogy « >k p v :=
max (1l —x,y),Vx € [0, 1] esetén. Ha > egy implikator, akkor az ehhez tartozo
negator a kovetkezSképpen definialt: n(x) = z > 0. Ha n egy involutiv

negator, és > egy balrol folytonos t-norma alapjan definialt R-implikator,
akkor azt mondjuk, hogy > egy IT M L-implikdtor [17].

5.2. Fuzzy durva halmazok

Legyen (U, 0) egy fuzzy approximacios tér, ahol 6: U x U — [0, 1] egy relacio.
Ekkor a f € F(U) fuzzy halmazhoz definialtdk annak alsd kozelitését 0(f) és
felsd kizelitését O(f) egy hasonldsdgi relacio 6 alapjan az alabbi képletekkel:

0(f)(x) = /\{max(l —0(z,y), f(y)) | y € U}, minden = € U esetén;

0(f)(x) = \/{min(@(m,y), f) |y €U}, minden 2 € U esetén.

Az f referenciahalmazhoz tartozo fuzzy durva halmazt az (6(f),0(f)) € F(U)x
F(U) parral azonosithatjuk [22]. Ezt a definiciot t6bb cikkben altalanositot-
tak is altalanositotték, jelen munkaban az [17| és [84] altal javasolt, impli-
kétorokon és t-normékon alapulé megkozelitést hasznalom. A tovabbiakban
tehat legyen ® egy t-norma, és > egy hatarimplikator a [0, 1] intervallumon.

5.1. Definicié. Ha (U,0) egy fuzzy approximdcids tér, akkor barmely f €
F(U) fuzzy halmazhoz rendelt 0(f) fuzzy alsé approximaciot és 0(f) fuzzy
fels6 approximéciot a kovetkezdképpen definidljuk:

0(f) () = \{0(x,y) > f(y) | y € U}, minden z € U esetén.
0(f)(z) = \/{Q(w,y) © fly) |y € U}, minden x € U esetén.
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Az (0(f),0(f)) € F(U) x F(U) pdrt az (U,0) approzimdcids térben definidlt
fuzzy durva halmaznak nevezziik.

Ez a definici6 magaban foglalja a Dubois és Prade altal adott definiciot is,
ahol ® a minimum ¢-norma, > pedig a Kleene—Dienes implikator, azaz x >k p
y =max(l —x,y).

Vegyiik észre, hogy 6 és 0 rendezésérzdé operatorok, azaz ha f < g, akkor
0(f) < 0(g) és O(f) < 0(g). Tovabba, ha 6 egy reflexiv fuzzy relacio, akkor
0(f) < f < 0(f) teljesiil minden f € F(U) esetén [17, 84]. A kdvetkezs
tulajdonsagok kiilonos jelentGséggel birnak a késGbbi bizonyitdsok soran:

(D) Legyen ® egy olyan balrél folytonos ¢t-norma, amelybdl szarmazo >
R-implikator egy IT'M L-implikator, azaz n(x) := x > 0, = € U egy involutiv
negator; vagy legyen n egy involutiv negator, @ egy t-konorma, amely n-
duélisa ®-nak, és > az ezek altal meghatarozott S-implikator (azaz z > y =
n(z) @ y). Ekkor teljesiil, hogy n(0(f)) = 0(n(f)) és n(0(f)) = 0(n(f)) [17,
54, 84].

(ID) Legyen ® egy balrol folytonos t-norma és > a belgle szarmazo R-
implikator; vagy legyen n egy involutiv negator, @& egy t-konorma, amely
n-dudlisa ®-nak, és > az altaluk meghatarozott S-implikator. Ha 6 egy
O-tranzitiv fuzzy relacio, akkor barmely f,g € F(U) esetén teljesiil, hogy

0(0(f)) = 0(f) &s 0(0(9)) = 0(g) [17, 54, 84].
5.2. Lemma. Legyen (U,0) eqy fuzzy approximdcids tér gy, hogy a 0 reldcid

véges értékkészetd. Ha f € F(U) véges értékkészlett, akkor a 0(f) és 0(f)
fuzzy halmazok is véges értékkészletiek.

Bizonyitds. Mivel {8(z,y) | z,y € U} és {f(y) | y € U} véges halmazok,
ezért a Descartes-szorzatuk {(0(z,v), f(y)) | z,y € U} is véges, igy a C =
{0(z,y) © f(y) | z,y € U} és T = {0(z,y) > f(y) | x,y € U} halmazok
is végesek. Ez pedig azt jelenti, hogy a C és Z halmazok csak véges sok
(kiilénboz6) {6(z,y) > f(y) | y € U} vagy {0(z,y) © f(y) | y € U} alaku
részhalmazt tartalmazhatnak. Ebbdl azonnal kivetkezik, hogy 0(f) és 0(f)
is véges sok kiilonboz6 értéket vehetnek fel, azaz véges értékkészlettiek. [

5.3. Alsoé és fels6 approximaciokbol szarmaztatott kvazi-

rendezések

A kovetkezSkben tételezziik fel, hogy az (ID)-ben szerepls feltételek teljestil-
nek, és n(x) := x > 0. Tetszéleges f,g € F(U) esetén legyen F = 0(f) és
G = 0(g). F és G felhasznalasaval két binaris relaciot definialhatunk R(F)
és 0(G) jelolessel U felett az alabbi modon:

5.3. Definicio. Legyen (U,0) egy fuzzy approzimdcios tér, a,b € U és F =
0(f), G =0(g). Ekkor
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(i) (a,b) € R(F) < F(a) = 0(a,b) ® F(b);
(ii) (a,b) € o(G) < G(a) = 0(a,b) > G(b).

5.4. Allitas. (i) (a,b) € R(F) esetén F(a) < 0(a,b), és (a,b) € o(G) esetén
G(a) > n(f(a,b)).

(ii) Ha 6 reflexiv, akkor barmely f,g € F(U) esetén R(F') és o(G) reflexivek.
(7ii) Ha 0 eqy fuzzy ©-kvdzirendezés, akkor R(F') és o(G) éles (hagyomdnyos)
kvdzirendezések, tovabbd

F(a) > 0(a,y) © F(y), G(a) < 0(a,y) > G(y) minden a,y € U esetén.

(iv) Ha n involutiv, akkor R(F) = o(n(F)) és o(G) = R(n(G)).

(v) Legyen ® a minimum t-norma, n egy involutiv negdator, és x
max(n(z),y). Ha 0 hasonldsdagi reldcio, akkor (a,b) € R(F) < F(a)
és (a,b) € o(G) & G(a) > n(f(a,b)).

y =
(

a,b)

>
<0

(=

Bizonyitds. (i) Definici6 szerint (a,b) € R(F') esetén F(a) = 0(a,b) ® F(b) <
0(a,b), és (a,b) € o(G) esetén G(a) = 6(a,b) > G(b) > O(a,b) > 0 =
n(0(a,b)).

(i) Ha 0 reflexiv, akkor #(a,a) = 1 miatt F(a) = 0(a,a) ® F(a) és G(a) =
0(a,a) > G(a), azaz (a,a) € R(F) és (a,a) € o(G) teljesiil minden a € U
esetén. Igy R(F) és o(G) reflexivek.

(iii) Legyen 0 egy ®-kvazirendezés. Ekkor R(F) és o(G) reflexivek, az
(ID) tulajdonsag teljesiil, és ezért F(a) = 0(F)(a), G(a) = 6(G)(a) miatt
F(a) = V{0(a,y) © F(y) | y € U} > 0(a,y) © F(y) és G(a) = N{0(a,y) >
G(y) |y e U} <6(a,y) > G(y) minden y € U esetén.

Legyen a,b, c € U gy, hogy (a,b), (b,c) € R(F). Ekkor F(a) = 60(a,b) ®
F(b) és F(b) = 0(b,c) ® F(c) miatt F(a) = (0(a,b) ® 0(b,c)) ® F(c) <
8(a,c) ® F(c), mivel § O-tranzitiv. Innen F'(a) > #(a,c) ® F(c) adodik, igy
F(a) = 0(a,c) ® F(c), azaz (a,c) € R(F). Tehat R(F) tranzitiv is, vagyis
kvazirendezés.

Legyen (a,b),(b,c) € o(G). Ekkor G(a) = 6(a,b) > G(b) és G(b) =
0(b,c) > G(c) miatt G(a) = 0(a,b) > (8(b,c) > G(c)). Ha > R-implikator,
akkor 6(a,b) > (0(b,c) > G(c)) = (0(a,b) ® 0(b,c)) > G(c). Ha > S-
implikator z > y = n(z) @ y, akkor

0(a,b) > (0(b,c) > G(c)) = n(b(a,b)) & (n(0(b,c)) & G(c)) =

n(f(a,b) © 0(b,c)) ® G(c) = (0(a,b) ®0(b,c)) > G(c).

Igy mindkét esetben G(a) = (A(a,b) ® 0(b,c)) > G(c). Mivel § O-tranzitiv
(és > csokkend az els6 valtozora nézve), ezért G(a) > 6(a,c) > G(c). Mivel
G(a) < 6(a,c) > G(c) is teljesiil, igy G(a) = (a,c) > G(c), azaz (a,c) €
o(@). Igy 0(Q) is kvazirendezés.
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(iv) Vegytik észre, hogy ebben az esetben a (D) tulajdonsag teljesiil, azaz
n(0(f)) = 8(n(f)). Ebbél kbvetkezik, hogy n(F) = (n(f)), és (a,b) € R(F)
azt jelenti, hogy F'(a) = 6(a,b) ® F(b). Mivel n involutiv, ez ekvivalens
azzal, hogy n(F(a)) = n(6(a,b) ©® F(b)). Ha > egy ITM L-implikator, akkor
n(f(a,b) ® F(b)) = (6(a,b) ® F(b)) > 0 = 0(a,b) > (F(b) > 0) = b(a,b) >
n(F(b)). Ha > S-implikator, akkor n(6(a,b) ® F(b)) = n(6(a, b)) &n(F (b))
O(a,b) > n(F(b)). Mindkét esetben teljesiil, hogy n(F(a)) = n(f(a,b)
F(b)) & n(F)(a) = 0(a,b) > n(F)(b). A jobb oldal azt jelenti, hogy (a,b)
o(n(F). Tay (a,h) € R(F) & (a,b) € o(n(F)), vagyis R(F) = g(n(F)).
~ Legyen g = n(h) valamilyen h € F(U) esetén. Ekkor n(G) = n(0(g)) =
0(n(g)) = 0(h), & G = n(0(h)). gy (a,b) € o(G) & (a,b) € o(n(0(h))) <
(a,b) € R(O(h)) = R(n(G)), ami bizonyitja, hogy o(G) = R(n(QG)).

(v) (i) alapjan (a,b) € R(F) esetén F(a) < 0(a,b), mig (a,b) € o(G) ese-
tén G(a) > n(f(a,b)). Mar csak a forditott implikaciot kell bizonyitanunk.
Tegyiik fel, hogy F(a) < 0(a,b). Mivel 6 ®-kvéazirendezés is, (iii) alapjan
F(b) > 0(b,a) ® F(a) = min(0(b,a), F(a)) = min(f(a,b), F(a)) = F(a).
Ezért F(a) < min(6(a,b), F(b)). Ugyanakkor F(a) > 6(a,b) ® F(b) =
min(f(a,b), F(b)) is teljesill, igy F(a) = min(f(a,b), F(b)), azaz (a,b) €
R(F).

Most legyen G(a) > n(0(a,b)). Mivel 8(b, a) = 0(a,b), és (iii) alapjan G(b) <
0(b,a) > G(a) = max(n(f(a,b)),G(a)) = G(a), azt kapjuk, hogy G(a) >
max(n(6(a,b)), G(b)). Mivel G(a) < 0(a,b) > G(b) = max(n(f(a,b)),G(b)) is
fennall, kovetkezik, hogy G(a) = max(n(f(a, b)), G(b)) = 0(a,b) > G(b), azaz
(a,b) € o(G). O

m@

5.5. Kévetkezmény. Ha az 5.4. Allitds (v) pontjiban szerepld feltételek
teljesiilnek, akkor (a,b) ¢ R(F') < F(a) > 0(a,b) és (a,b) ¢ o(G) < G(a) <
n(6(a,b)).

5.6. Allitas. Legyen 6 eqy O-kvdzirendezés és F = 0(f), G = 0(g) valamilyen
f.g € F(U) esetén, tovdbbd a,b € U. Ekkor a kovetkezdk igazak:

(i) Ha (a,b) € R(F), akkor birmely h € F(U) esetén, amelyre h < F és
h(b) = F(b) teljesiil, az is fenndll, hogy O(h)(a) = F(a).

(ii) Ha (a,b) € o(G), akkor barmely h € F(U) esetén, amelyre h > G és
h(b) = G(b) teljesiil, az is fenndll, hogy 0(h)(a) = G(a).

Bizonyitds. (i) Definicio szerint F(a) = 0(a,b) ® F(b). Ebbdl kovetkezik,
hogy:

0(h)(a) = V{0(a.y) © h(y

) yeU}r >
0(a,b) ® h(b) = O(a,b) ® F(b) =

F(a)
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Masrészt O(h) < 0(F) = F miatt 0(h)(a) < F(a). Igy tehat 0(h)(a) = F(a).
(ii) Hasonloan, most G(a) = 6(a,b) > G(b). Ebbdl kivetkezik:

(a
0(h)(a) = N{0(a,y) > h(y) [y €U} <
0(a,b) > h(b) = 0(a,b) > G(b) = G(a).

Mivel 6(h) > 6(G) = G miatt 6(h)(a) > G(a), igy 8(h)(a) = G(a). =

5.4. A R(F) és o(G) kvazirendezések altal indukalt ekvi-

valenciak

Ebben az alfejezetben tételezziik fel, hogy vagy az (ID)-beli feltételek teljesiil-
nek (azaz hogy ® egy balrol folytonos t-norma, > pedig a belle szarmaztatott
R-implikator, valamint n(x) = x > 0), vagy pedig n egy involutiv negator,
@ az ©®-hoz n-duéalis t-konorma, és > a bel6liikk szarmaztatott S-implikator.
Tegyiik fel tovabba, hogy (U, ) egy approximacios tér a § ®-hasonlosagi re-
laciéval, valamint hogy F' = 0(f) é¢s G = 0(g) valamilyen f,g € F(U) esetén.
Az 5.4. Allitas (iii) pontja alapjan R(F), o(G) C U x U (éles) kvazirendezé-
sek. Ismert, hogy barmely ¢ C U x U kvazirendezés esetén az e, := g N g
relaci6 ekvivalencia, és ¢ egy természetes részbenrendezést indukal az U/e,
faktorhalmazon a kovetkez6 modon: Azt mondjuk, hogy az A, B € Ule,
osztalyokra A <, B akkor teljesiil, ha van olyan a € A és b € B, amelyre
(a,b) € q. Ez ekvivalens azzal, hogy (x,y) € ¢ minden z € A és y € B esetén
teljesiil.

Ennek megfelelen bevezethetjik a kovetkezd két — E(F') és (G) — ekviva-
lenciarelaciot:

E(F):=R(F)NR(F)™" ¢ e(G) = 0o(G)No(G) .

Az U/E(F) és U/e(G) faktorhalmazokon értelmezett megfelels (természetes)
részbenrendezések a kovetkezSképpen definialhatok:

Béarmely Ey, B, € U/E(F) esetén Ey <py E2 & (a1,a2) € R(F) vala-

mely a; € E} és ay € Ey elemre. Hasonloan, barmely &, & € U/e(G) esetén
&1 <o) E2 € (b1,b2) € 0(G) valamely by € & és by € & elemre.
Egy E osztalyt mazimdlis E(F)-osztdlynak neveziink, ha az (U/E(F'), <gr))
részbenrendezett halmazstruktiranak maximalis eleme, és £ egy mazimadlis
£(G)-osztdly, ha maximalis elem az (U/e(G), <)) részbenrendezett halmaz-
ban. Az a € U elemhez tartozo E(F)- és €(G)-osztéalyokat rendre [a]p(r) és
[a]s(g) jel('jli.

Most tobb olyan tulajdonsagot is bizonyitok ezekre az osztalyokra, ame-
lyek segitségével jellemezhetGek azok a fuzzy halmazparok, amelyek fuzzy
durva halmazt alkotnak.

5.7. Lemma. A kévetkezd dllitisok érvényesek:
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(i) Ho E C U egy E(F)-osztdly, akkor F(a) = F(b) < 6(a,b) minden a,b € E
esetén;

(i) Ha € C U egy e(G)-osztdly, akkor G(a) = G(b) > n(f(a,b)) minden
a,b e & esetén;

(i) Ha E C U egy mazximdlis E(F)-osztaly, akkor 6(a,z) ® F(z) < F(a) =
F(b) <6(a,b) ésb(a,z) <b(a,b) minden a,b € E és z ¢ E esetén;

(iv) Ha € C U egy mazimdlis (G)-osztdly, akkor n(6(a,b)) < G(a) = G(b) <
0(a,z) > G(z) és0(a,z) < b(a,b) minden a,b € € és z ¢ £ esetén;

(v) Tegyiik fel, hogy n(x) = = > 0 involutiv. Ekkor az E(F)-osztdlyok és
a e(n(F))-osztalyok megegyeznek, és E C U akkor és csak akkor maximdlis
E(F)-osztdly, ha egyben mazimdlis e(n(F'))-osztdly is.

Bizonyitds. (1) Ha E C U egy E(F)-osztaly, akkor (a,b), (b,a) € R(F) telje-
stil minden a,b € E esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy F(a) = 6(a,b) ® F(b) <
0(a,b), F(b) és F(b) = 0(b,a) ® F(a) < F(a). Igy F(b) = F(a) < 0(a,b)
adodik.

(ii) Ha & C U egy e(G)-osztaly, akkor (a,b), (b,a) € o(G) teljesiil. Ebbsl
kovetkezik, hogy G(a) = 6(a,b) > G(b) > 1 > G(b) = G(b) és G(b) >
0(b,a) > G(a) > 1 > G(a) = G(a), minden a,b € & esetén. Tehat G(a) =
G(b). Az 5.4. Allitas (i) pontja alapjan G(a) = G(b) > n(f(a,b)) adodik
minden a,b € £ esetén.

(iii) Legyen E egy maximalis E(F)-osztaly. Ekkor F(a) = 6(a,b) ® F(b)

F(b) = 0(a,b) ® F(a), és az (i) pont alapjan F(a) = F(b) < 0(a, )
5.4. Allités (iii) pontja szerint F(a) > 6(a, 2) ® F(z). Mivel E £ [2]gr) azt
jelenti, hogy (a, z) ¢ R(F) minden z ¢ E esetén, ezért F'(a) > 0(a, ) F(z)
minden z ¢ E-re. Tegyiik fel, hogy 6(a,c) > 0(a,b) valamely ¢ ¢ E esetén.
Ekkor F(c) > 0(c,a) ® F(a) = 6(a,c) ® F(b) > 0(a,b) ® F(b) = F(a). Ez
viszont azt eredményezi, hogy F'(a) > 0(a,c) ® F(c) > 0(a,b) ® F(a) = F(b),
ami ellentmondas. Ezért 0(a, z) < 6(a,b) minden z ¢ E esetén.

(iv) Ha € C U egy maximalis e(G)-osztaly, akkor G(a) = 6(a,b) > G(b),
G(b) =0(a,b) > G(a), és az (i) pont alapjan n(f(a,b)) < G(a) = G(b) teljesiil
minden a,b € & esetén, valamint £ £ [z z]e(c) minden z ¢ & esetén. Az 5.4.
Allitas (iii) pontja szerint G(a) < 6(a,z) > G(z), tehat (a,z) ¢ o(G) esetén
G(a) < 6(a,z) > G(z). Indirekt modon tegyiik fel, hogy 6(a,c) > 6(a,b)
valamely ¢ ¢ FE esetén. Ekkor G(c) < 6(a,c) > G(a) < 6(a,b) > G(b) =
G(a). Ez viszont azt eredményezi, hogy G(a) < 6(a,c) > G(c) < 0(a,b) >

Gla) =
(v) Ha n(z) = = > 0 involutiv, akkor a (D) tulajdonsag szerint n(F) =
n(0(f)) = 8(n(f)). Ebbsl kivetkezik, hogy a o(n(F)) = R(F) jol defini-
alt, és E(F) = R(F) N R(F)™ = o(n(F)) N o(n(F))™' = e(n(F)). Tehat

G(b), ami ismét ellentmondas.
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az E(F)- és e(n(F))-osztalyok megegyeznek. Mivel R(F) = o(n(F)), ezért
SR=So(n(r) 828z az (U/ E(F), <pr)) ¢ az (U/e(n(F)), <gmry) részben-
rendezett halmazok azonosak. Ezért a maximalis E(F)- és e(n(F))-osztalyok
is megegyeznek. O]

5.8. Kovetkezmény. Legyen E eqy E(F)-osztily és € eqy e(G)-osztdly gy,
hogy ENE # (. Ekkor a kévetkezd dllitdsok érvényesek:

(i) Ho E C U egy maximdlis E(F)-osztdaly és € C U egy mazimdlis €(G)-
osztdly, akkor E C £ vagy £ C E teljestil.

(ii) Ha 0 egqy fuzzy hasonldsdgi reldicid, akkor (z,y) € R(F) vagy (y,z) € o(Q)

teljesil minden x € E ésy € & esetén.

Bizonyitds. Legyen a € ENE. (i) Tegyiik fel, hogy sem F C &, sem £ C E
nem teljesiil. Ekkor léteznek b € E\ €, ¢ € £\ E elemek. Mivel a,b € E, de
c ¢ F,az5.7. Lemma (iii) pontja alapjan 6(a,c) < 0(a,b). Hasonloan, a,c €
Eésb¢ & esetén 0(a,b) < O(a,c), ami ellentmond az el6z6 eredménynek.

(ii) Ha & C E vagy FE C &, akkor (ii) nyilvanvaléan teljesiil. Igy felté-
telezhetjiik, hogy E\ F # () és E\ € # 0. Tegyiik fel, hogy létezik 2z € F
és y € € ugy, hogy (z,y) ¢ R(F). Azt fogjuk belatni, hogy (y,z) € o(G).
Tegyiik fel indirekt modon, hogy (y,z) ¢ o(G). Mivel x,a € E, y ¢ E és
y,a € E, x ¢ &€, az 5.7. Lemma (iii) és (iv) pontjai alapjan 0(x,y) < 0(z,a)
és 0(x,y) = 0(y,z) < 0(y,a) = 0(a,y). Igy O(z,y) < min(0(z,a),0(a,y)) <
0(z,y) adodik, ami ellentmondéas. Ezzel belattuk, hogy (y,x) € o(G). O

5.9. Allitas. (i) Ha Ey, Ey kiilonbiz6 E(F)-osztdlyok és E; <) Es, akkor
barmely a; € Ey €s ay € Ey esetén F(ay) < F(az).

(ii) Ha £, &, kiilinbizd e(G)-osztdlyok és & <,y E2, akkor barmely by € &
és by € & esetén G(by) > G(be).

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy Ey <gp) E2. Ekkor barmely a; € Ey és ay €
E, esetén (ay,az) € R(F), azaz F(ay) = 0(ay,as) ® F(az) < F(ag). Vegyiik
észre, hogy F(ay) # F(ay). Valoban, F(as) = F(ay) azt eredményezné, hogy
F(ag) = 0(ay,a2) © F(ay) = 0(az,a1) © F(ay), azaz (az,a;) € R(F), ami azt
jelentené, hogy Ey <pr) E;. Mivel <gr) részbenrendezés, ebbdl £y = Ly
kovetkezne, ami ellentmondas. Tehat F'(a;) < F'(az).

(ii) Legyen & <yq) &. Ekkor barmely by € &, by € & esetén (by,by) €
o(G), amibsl G(by) = 0(by,by) > G(by) > G(by) kovetkezik. Azt fogjuk
belatni, hogy G(b;) > G(bz). Valoban, G(bs) = G(b;) azt eredményezné,
hogy G(by) = 0(by,b2) > G(by) = 0(ba,b1) > G(by), azaz (bs,b1) € 0(G),

amibdl & = &, kovetkezne, ami ellentmondaés. O
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Nyilvanvalo, hogy ha az (U/E(F), <gw)) és (U/e(G), <o) részbenren-
dezett halmazokban minden lanc véges, akkor barmely elem kisebb vagy
egyenls, mint egy maximalis elem a megfelel§ haloban. Ezen megfigyelés
felhasznalasaval belathato az alabbi allitas:

5.10. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a 0 reldicionak és az f,g € F(U)
fuzzy halmazoknak az értékkészlete véges, és legyen F = 0(f), G = 0(g). Fk-
kor barmely E E(F)-osztdly esetén létezik egy olyan mazimdlis E(F)-osztdly
Eyr, amelyre E <ppy Ey, €s barmely £ €(G)-osztdly esetén létezik olyan
maximdlis €(G)-osztdly Enr, amelyre € <y Emr-

Bizonyitds. Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor az F' és G fuzzy halmazok
is véges értékkészlettiek. Legyen most {E; | i € I} egy tetsz6leges (nemiires)
lanc az E(F)-osztalyok kozott. Az 5.9. Allitas alapjan barmely a; € Ej,
i € I esetén az {F(a;) | ¢ € I} halmaz is lancot alkot, és ha E; <p L,
E; # Ej;, akkor F(a;) < F(a;), és hasonléan forditva. Ez azt jelenti, hogy az
{E; | i€ I} ésaz {F(a;) |t € I} lancok rendezésizomorfak. Mivel F' véges
értékkeészlettd, az {F(a;) | i € I} lanc véges hosszusagu. Ezért az {E; |i € I}
lanc is véges. Mivel a (U/E(F), <p(r)) részbenrendezett halmazban minden
lanc véges, annak barmely F eleme kisebb vagy egyenlé egy maximalis Fy,

elemmel, azaz F <pp) Ey. A masodik allitas hasonlé médon belathato. [

A maximalis osztalyok szerepét ebben az esetben a kovetkezs allitas mutatja
meg:

5.11. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 és az f,g € F(U) fuzzy halmazok érték-
készlete véges, és legyen F = 0(f), G = 0(g). Ekkor a kivetkezd dllitdsok
1gazak:

(i) Ha h < F wvalamely h € F(U) esetén és barmely Ey mazimalis E(F)-
osztdlyhoz tartozik olyan u € Eyr, amelyre h(u) = F(u), akkor (h) = F.

(i) Ha h > G valamely h € F(U) esetén és barmely Ey mazimdlis €(G)-
osztdlyhoz tartozik olyan v € Eyr, amelyre h(v) = G(v), akkor (h) = G.

Bizonyitds. (i) Legyen x € U tetszéleges. Mivel 0 és f véges értékkészletiiek,
az 5.10. Kovetkezmény szerint létezik F); maximéalis E(F)-osztaly ugy, hogy
[2)pry <rry Ev. Ekkor (z,y) € R(F) minden y € Ej; esetén. Feltevés
szerint létezik olyan u € Fyy, amelyre h(u) = F(u). Mivel h < F és (z,u) €
R(F), a 5.6. Allitas (i) pontja alapjan kovetkezik, hogy 0(h)(x) = F(x). Bz
bizonyitja, hogy 6(h) = F.

(ii) A bizonyitas hasonl6 modon torténik, az 5.10. Kovetkezmény és az 5.6.
Allitas (ii) pontjanak felhasznalasaval. O
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5.12. Allitas. Tegyiik fel, hogy a 0 reldcié és az f,g € F(U) fuzzy halmazok
véges értékkészleticek, és legyen F = 0(f), G = 0(g).
(i) Ha E egy mazimadlis E(F)-osztdly, akkor barmely a € E esetén

F(a) = max{f(y) |y € E}.
(i) Ha € egy maximadlis €(G)-osztdly, akkor barmely a € £ esetén

G(a) = min{g(y) | y € £}.
Bizonyitds. (i) Definicié szerint F(a) = 0(f)(a) = \/{0(a,y) ® f(y) | y € U}.
Ha y ¢ E, akkor (a,y) ¢ R(F), mivel £ maximalis F(F)-osztaly. Ez azt
jelenti, hogy F'(a) = 0(a,y)®F(y) nem lehetséges, tehat F'(a) > 0(a,y)OF (y)
az 5.4. Allitas (iii) pontja szerint. Mivel f < 0(f) = F, igy azt kapjuk,
hogy F(a) > 6(a,y) ® f(y) minden y € U \ E esetén. Mivel 0 és f véges
értékkészlettiek, a {#(a,y) © f(y) | y € U\ E} halmaz is véges sok kiilénb6z6
elemet tartalmaz, igy \/{f(a,y) ® f(y) | y € U\ E} < F(a). Ebbdl az
kovetkezik, hogy

Fla) = (\{0(a.9) © f) [y € BNV (\{0(a.9) © fv) |y € U\ E}) =

\{0(a,y) ® f(y) |y € E}.

Ha y € E, akkor F(y) = F(a). Mivel §(a,y) © f(y) < f(y) < F(y) = F(a),
igy azt kapjuk, hogy:

F(a) = \/{0(a,y) © f(y) | y € B} < \/{f() | y € E} < Fl(a).

Ez pedig azt jelenti, hogy F'(a) = \/{f(y) |y € E}. Mivel f véges értékkész-
letd, a {f(y) | y € E'} halmaz is véges, igy F'(a) = max{f(y) | y € E}.

(ii) Definicio szerint G(a) = 0(g)(a) = A{f(a,y) > g(y) |y € U}. Hay ¢ &,
akkor (a,y) ¢ o(G), mivel £ maximalis ¢(G)-osztély, és igy G(a) # 0(a,y) >
G(y). Tehat G(a) < 0(a,y) > G(y) az 5.4. Allitas (iii) pontja szerint. Mivel
G =0(g9) < g, ezért G(a) < 0(a,y) > ¢g(y) minden y € U \ € esetén. Mivel 6
és g véges értékkészlettiek, a {f(a,y) > g(y) | y € U\ E'} halmaz véges, tehat
G(a) < N{0(a,y) © g(y) |y € U\ E}. Ebbdl kiovetkezik, hogy

G(a) = (\{0(a.y) > g(y) |y € EN A (\{b(a,y) > g(y) |y € U\ E}) =
A{0(a,y) > g(y) |y € E}.

Ha y € &, akkor G(y) = G(a). Mivel 0(a,y) > g(y) = 1> g(y) = g(y) =
G(y) = G(a), azt kapjuk, hogy

G(a) = N{0(a,y) > g(v) [y € €} > N9W) | y € £} > Gla),

és ebbdl adodik, hogy G(a) = AN{g(y) | v € €}. Mivel {g(y) | y € £} véges
halmaz, igy G(a) = min{g(y) | y € £}. O
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Az 5.12. Allitasbol azonnal kovetkezik, hogy:

5.13. Ko6vetkezmény. Tegyiik fel, hogy 0 és f,g € F(U) véges értékkészletd
fuzzy halmazok, tovdbbd legyen a € U és F = 0(f), G = 0(g).

(i) Ha {a} egy mazximdlis E(F)-osztaly, akkor F(a) = f(a),

(i) Ha {a} egy mazimdlis e(G)-osztdly, akkor G(a) = g(a).

5.14. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy 0 és f € F(U) véges értékkészle-
ti fuzzy halmazok, F = 0(f), G = 0(f), tovdbbd legyen E egy mazimdlis
E(F)-osztdly és € egy mazimalis (G)-osztdly. (i) Ha minden {z} C E egy
mazimdlis €(G)-osztdly, akkor létezik w € E, amelyre F(u) = G(u).

(ii) Ha minden {z} C & egy mazimdlis E(F)-osztdly, akkor létezik v € &,
amelyre F(v) = G(v).

Bizonyitds. (i) Az 5.12. Allitas (i) pontja alapjan minden z € E esetén
teljestil, hogy F(z) = max{f(y) |y € E}, azaz F(z) = f(u) valamely u € E
elemre. Mivel {u} egy maximalis €(G)-osztaly, az 5.13. Kovetkezmény (ii)
pontjanak alkalmazasaval g := f esetére adodik, hogy G(u) = f(u). Ezért
F(u) = G(u). (ii) dualis modon bizonyithato. O

5.15. Példa. Vizsgdljuk meg a 6 hasonlosdgi reldciot, eqy h fuzzy halmazt és
annak kézelitéseit: F = 0(h), G = 0(h), amelyek az 5.1. dbrdn és az 5.1.
tablazatban ldthatok.

a 0.75 c e
Tt -9 ¢

1 075, ”X\Q % 0.25 | 0.5
. RN 5
b 0.25 d f

5.1. abra. Az 5.15. Példaban szerepld 6 fuzzy hasonlosagi relacio

U a b c d e f
h(u)| 0 1 1025] 05 | 05 |0.75
Fu)] 1 1 1075] 05 | 0.5 ]0.75
Gu)| 0 0 025 05 | 05 | 05

5.1. tablazat. Az 5.15. Példaban szerepl6 h fuzzy halmaz
Az R(F) és o(G) kvdzirendezések, a hozzdjuk tartozo E(F') és e(G) ekvivalen-

ciaosztdlyok grdfja, valamint a faktorhalmazokon indukdlt részbenrendezések

Hasse-diagramjar az 5.2. dbrdan ldthatok.
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5.2. abra. A 5.15. Példa kvazirendezései és faktorhalmazai.
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51 54
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Az abrdkon egyik reldciondl sem szerepelnek a hurokélek az dtldthatosdg kedvé-
ért. Mivel 6 szimmetrikus, ezért a 5.1. dabrdn csak irdnyitatlan élek szerepel-
nek (az 5.2. dbrdn nem), tovabbd a 0(x,y) = 0 értékd éleket nem is tintettem
fel. A maximdlis €(G)-osztdlyok €, és Ey, mig a mazimalis E(F)-osztdlyok Ey
és E5. A fejezet példdiban az approrimdciokat eqy min t-normdval és a K D-
implikdtorral hatdrozzuk meg, tehdt az implikdtor max(1 — z,y). Jol lathato,
hogy az 5.7., 5.8., 5.14. dllitasai mind teljestilnek.

5.5. Fuzzy durva halmazok jellemzése

A (U, 0) fuzzy approximéacios tér esetén bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

Fix(¢0) = {f € F(U) | 0(f) = [}, Fix(0) = {f € F(U) | 0(f) = f}.

Sajnos egy ®-hasonloséagi relacio esetén Fix(0) és Fix(0) csak akkor esik egybe,
ha ® balrél folytonos t-norma, és a bel6le szarmaztatott R-implikatort o>
hasznaljuk.

5.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (ID) feltételei teljesiilnek, és legyen (U, Q) egy
fuzzy approximdcids tér, ahol 0 eqy véges értékkészletd ©-hasonlosdgr reldcio,
valamint F,G € F(U). Ekkor (F,G) pontosan akkor egy véges értékkészle-
td fuzzy halmazbdl szdrmaztatott fuzzy durva halmaz, ha az aldbbi feltételek
teljesiilnek:

(1) G € Fir(f), F € Fin(0), G < F, tovdbbd F és G véges értékkészletiek;
(2) Ha &€ egy olyan mazimdlis €(G)-osztaly, amelynek minden {a} C & eleme
egy maximdlis E(F)-osztaly, akkor létezik olyan u € & elem, amire G(u) =
F(u);
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(3) Ha E egy olyan mazximdlis E(F)-osztdly, amelynek minden {a} C E
eleme eqy mazimalis €(G)-osztdly, akkor létezik olyan v € E elem, amire

G(v) = F(v).

Bizonyitds. Definicié szerint (F, G) fuzzy durva halmaz, ha létezik f € F(U)
leképezés tgy, hogy F = 0(f), G = 0(f). Tegyiik fel, hogy f véges értékkész-
letd. Megmutatom, hogy ekkor teljesiilnek az 5.16. Tétel feltételei.

(1) Az (ID) tulajdonsag szerint O(F) = F, §(G) = G, tehat F € Fix(f) és
G € Fix(#). Nyilvanvalo, hogy G' = 0(f) < 0(f) = F. Mivel f véges érték-
készletd, az 5.2. Lemmébol kovetkezik, hogy F' és G is véges értékkeészletd.
Az 5.14. Kovetkezmény szerint a (2) és (3) feltételek is teljesiilnek.

Forditva, tegyiik fel, hogy F' és G kielégitik az (1), (2) és (3) feltételeket.
Annak igazolasara, hogy (F,G) egy fuzzy durva halmaz, konstrudlunk egy
f € F(U) fuzzy halmazt ugy, hogy F = 0(f), G = 0(f).

Mivel F' és G véges értékkészletiiek, az 5.10. Kovetkezmény szerint min-
den E(F)-osztalyhoz létezik E)yy maximalis £(F)-osztaly gy, hogy E <pr)
Eyy, és minden £(G)-osztalyhoz 1étezik £y maximalis e(G)-osztaly gy, hogy
E <o) Em- Jeloljiik a maximalis e(G)-osztalyok csaladjat a kovetkezSképp:
{& | t € T}. Els6 lépésként minden & osztalybol (t € T') kivalasztunk
pontosan egy a; € & elemet a kivetkezSképp:

1) Ha & tartalmaz egy olyan p; elemet, amely nem tartozik egyetlen ma-
ximalis E(F)-osztalyhoz sem, akkor ezt valasztjuk ki, vagyis a; := p;.

2) Ha & nem tartalmaz 1) tipust elemet, de van benne olyan ¢, € &,
amelyre G(q;) = F(q), akkor ezt valasztjuk ki, vagyis a; := ¢;.

3) Ha nincs 1) vagy 2) tipusi elem &-ben, akkor kivalasztunk egy r, € &
elemet 1gy, hogy {r;} ne legyen maximalis F(F)-osztaly, és beallitjuk

Q¢ ‘= T¢.

El6szor megmutatom, hogy ez a kivalasztads mindig elvégezhets: tegyiik
fel indirekt modon, hogy létezik olyan & osztaly, amely nem tartalmaz 1), 2)
vagy 3) tipust elemeket. Ez azt jelenti, hogy minden a; € &; esetén a {a;}
halmaz egy maximalis E(F)-osztaly. Ekkor azonban az 5.14. Koévetkezmény
(ii) pontja alapjan létezik v € & ugy, hogy F(v) = G(v). Mivel ez azt jelenti,
hogy v 2) tipusi, ez ellentmondés.

A kovetkezs 1épésben megkonstruéljuk az f € F(U) fuzzy halmazt az

alabbi modon:

) G(z),haze{a|teT};
J(z) = F(z),haz e U\ {a: |t €T}.
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A konstrukci6 alapjan f is véges értékkészletd. Most belatjuk, hogy bar-
mely E maximalis E(F)-osztaly esetén létezik benne olyan u € E elem,
amelyre f(u) = F(u). A konstrukcié szerint ez azt jelentené, hogy min-
den ilyen E osztéaly tartalmaz vagy egy xo € U \ {a; | t € T} elemet, vagy
egy 2) tipusi a; = q; € E elemet, amelyre f(q;) = G(¢:) = F(q)-

Tegyiik fel indirekt modon, hogy létezik egy olyan E); maximalis E(F)-
osztéaly, amelyre Ey C {a; | t € T} és minden x € E); esetén F(x) #
f(z) = G(z). Ekkor Ey = {as | s € S} valamely nemiires S C T részhal-
mazra. Vegyik észre, hogy ekkor Ej; nem tartalmazhat 1) vagy 2) tipusa
elemeket. A konstrukci6 szerint tehat minden as (s € S) esetén {as} egy
nem maximalis F(F)-osztaly, ezért Ejy nem lehet egyelemt, azaz |S| > 2.
Az is kizarhato, hogy minden as, s € S egy egyelemd & osztalyba tartozzon.
Ugyanis ebben az esetben minden {a;} C F) halmaz maximalis £(G)-osztély
lenne, és igy az 5.14. Kévetkezmény (i) pontja szerint létezne olyan as, € Fyy,
amelyre G(ay,) = F(as,), ami ellentmond a feltevésiinknek. Igy létezik olyan
as- € Eyr, amelyet egy legalabb két elemet tartalmazo & maximalis e(G)-
osztalybol valasztottunk ki. Mivel ag € Ey N Ey, az 5.8. Kovetkezmény
(i) pontja szerint vagy Ey C Eg, vagy Ex C Ey. Mivel mindkét halmaz
legalabb két elemet tartalmaz, igy mindkét eset azt eredményezné, hogy az
&+ osztalybol legalabb két kiilonbozs elem az {a; | ¢ € T'} halmazba keriilt,
ami ellentmond {a; | t € T'} konstrukci6janak.

Ezzel belattuk, hogy minden E maximalis E(F')-osztaly tartalmaz olyan
u € E elemet, amelyre f(u) = F(u). Az is nyilvanvalo, hogy minden & (¢ €
T') maximalis e(G)-osztély esetén egy olyan v = a; € & elemet véalasztottunk
ki, amelyre f(v) = G(v). Mivel definici6 szerint G < f < F, az 5.11. Allitast
alkalmazva azt kapjuk, hogy F = 0(f), G = 0(f), és ezzel a bizonyitas
teljes. O]

5.6. Az E(F)- és ¢(G)-osztalyok tovabbi tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben tovabbi tulajdonsagokat vezetek le az E(F)- és €(G)-
osztalyokra vonatkozoan, amelyeket a fejezet f6tételének (5.24. Tétel) a bizo-
nyitasahoz fogok hasznalni. A teljes szakaszban feltessziik, hogy 6 egy fuzzy
hasonlosagi relécio, és hogy minden x,y € [0, 1] esetén teljesiil a kovetkezs:

r ®y=min(z,y), z >y := max(n(z),y), n egy involutiv negator. (C)
Ekkor > egy S-implikator, és ha n(x) = 1 — z, akkor visszakapjuk a Kle-

ene—-Dienes implikatort, tehat ez a > implikdtor annak egy &altalanositasa.
Nyilvanvalo, hogy ha (C) teljesiil, akkor (D) és (ID) is teljesiil.
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5.17. Allitas. (i) E C U pontosan akkor mazimdlis E(F)-osztdly, ha6(a,z) <
F(a) = F(b) <0(a,b) minden a,b € E és z ¢ E esetén;

(ii) € C U pontosan akkor mazimdlis (G)-osztdly, ha n(6(a,b)) < G(a) =
G(b) < n(f(a,z)), minden a,b € & és z ¢ £ esetén.

Bizonyitds. (i) Ha E C U egy maximalis E(F)-osztaly, akkor az 5.7. Lemma
(i) és (iii) pontja alapjan F'(a) = F(b) < 6(a,b) és 0(a,z) < F(a) minden
a,b€ E ¢és z ¢ E esetén.

Forditva, legyen E C U és tegyiik fel, hogy teljesiilnek az (i) pontban
szerepld feltételek. Ekkor F'(a) = min(f(a,b), F'(b)) minden a,b € E esetén,
azaz (a,b) € R(F') minden a,b € E esetén, és az 5.5. Kovetkezmény alapjan
(a,z) ¢ R(F) minden z ¢ E esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy (a,b) € R(F) N
R(F)™' = E(F) minden a,b € E esetén, és (a,z) ¢ E(F) minden z ¢ F
esetén. Ez azt jelenti, hogy E egy E(F)-osztaly. Tovabba E £ [z]p(r) minden
z ¢ F esetén, mert (a,z) ¢ R(F). Tehat E egy maximalis E(F)-osztaly.

(ii) Ha & C U egy maximalis (G)-osztaly, akkor az 5.7. Lemma (iv) pontja
alapjan n(0(a,b)) < G(a) = G(b) minden a,b € & esetén, és & £ [z](q)
minden z ¢ &£ esetén. Ekkor (a,z) ¢ o(G) miatt G(a) < n(6(a,z)) az 5.7.
Lemma (iv) szerint. A megforditott allitast ugyantgy bizonyitjuk, mint az
(i) pontban. O

5.18. Lemma. Legyen F' = 0(f), G = 6(g) valamilyen f,g € F(U) esetén,
és legyen E eqy E(F)-osztdly, € pedig egy €(G)-osztdly gy, hogy ENE # (.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok érvényesek:

(i) Ha (z,y) ¢ R(F') valamely x € E ésy € & esetén, akkor (x,z) € R(F')-bél
(y,2) € o(G) kovetkezik, minden z ¢ E'UE esetén.

(i1) Ha (z,y) ¢ o(G) valamely v € € ésy € E esetén, akkor (x,z) € o(G)-bdl
(y,2) € R(F) kovetkezik, minden z ¢ EUE esetén.

Bizonyitds. Legyen a € ENE. (i) Vegyik észre, hogy (x,y) ¢ R(F) és
(x,a) € R(F) kizarjak az (a,y) € R(F) lehetdséget. Tehét (a,y) ¢ R(F)
azt jelenti, hogy F(a) > 0(a,y) az 5.5. Kovetkezmény szerint. Most legyen
(x,z) € R(F), és tegyiik fel indirekt modon, hogy (y,z) ¢ o(G). Ekkor
a,y € € és z ¢ € miatt 0(a, z) < O(a,y). Masrészt, (a,x) € R(F) és (z,2) €
R(F) miatt (a,2) € R(F). Ekkor az 5.17. Allitas (i) pontja szerint F(a) <
0(a,z) < 6(a,y), ami ellentmond annak, hogy F(a) > 0(a,y). Ez bizonyitja,
hogy (y, 2) € o(G).

(ii) Az 5.4. Allitas (iv) pontja szerint o(G) = R(n(G)), R(F) = o(n(F)),
tovabba az 5.7. Lemma (v) pontja szerint £ egy F(n(G))-osztaly, mig E egy
e(n(F))-osztaly. Tehéat (z,y) ¢ o(G) valamely z € E és y € £ esetén, és
(x,2) € o(G) ekvivalens azzal, hogy (z,y) ¢ R(n(G)) és (z,z) € R(n(Q)),
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tehit n(G) = n(0(g)) = 0(n(g)) és n(F) = n(0(f)) = O(n(f)) part kapjuk,
amely a (ii) pont feltételei mellett az (i) pontbeli (F, G) parnak felel meg. Igy
(y,2) € o(n(F)) = R(F) az (i) pont alapjan. O

5.19. Kévetkezmény. Legyen F = 0(f), G = 0(g), valamilyen f,g € F(U)
esetén, és legyen E eqy E(F)-osztdly, valamint € egy £(G)-osztdly igy, hogy
EN&#0.

(i) Ha & eqy mazimdlis e(G)-osztdly, akkor (z,y) € R(F) minden x € E és
y € € esetén, vagy E C € és nem létezik olyan t € E, illetve z ¢ £, amelyre
(t,z) € R(F).

(it) Ha E egy maximdlis e(G)-osztdly, E & € és nem léteznek olyan x € E,
y € E\ E elemekkel, amelyekre (z,y) € R(F'), akkor E egy maximadlis E(F')-
osztaly.

(iii) Ha E egqy maximdlis E(F)-osztdaly, akkor (x,y) € o(G) minden x € &
ésy € E esetén, vagy E C E és nem létezik olyan t € € és z ¢ E, amelyre
(t,2) € o(G).

(iv) Ha E egy mazimdlis E(F)-osztdly és £ & E, valamint nem létezik olyan
x €& ésy € E\E, amelyre (x,y) € o(G), akkor & egy mazximdlis e(G)-osztdly.

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy £ egy maximalis ¢(G)-osztaly, és £ € E.
Ekkor létezik a € E'\ €, és mivel £ maximalis, ezért kovetkezik, hogy (y,a) ¢
o(G) minden y € & esetén. Ekkor az 5.8. Kévetkezmény (ii) pontja alapjan
(a,y) € R(F), és mivel (z,a) € R(F) minden x € F esetén, ezért (x,y) €
R(F) minden x € E, y € £ parra. Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor
E C&ésvanolyan z € E, y € &, amelyre (x,y) ¢ R(F). Ekkor EUE = €£.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢t € F és z ¢ £, amelyre (¢,z) € R(F). Ekkor
(x,t) € R(F) miatt (z,z) € R(F). Az 5.18. Lemma (i) pontjat alkalmazva
ekkor (y,z) € o(G). Mivel € egy maximalis (G)-osztaly, és z ¢ £, ez nem
lehetséges, tehat az (i) pont masodik része is teljesiil.

(ii) Tegytik fel, hogy minden z € E ésy € E\ E esetén (x,y) ¢ R(F), éslegyen
2z ¢ E. Az 5.18. Lemma (i) pontja alapjan, ha (z,z) € R(F) valamely z € F
esetén, akkor (y,z) € o(G) minden y € & esetén, ami ellentmond annak,
hogy € egy maximalis ¢(G)-osztély. Tehat arra jutottunk, hogy (z, 2) ¢ R(F)
minden z € F és z ¢ E esetén. Ez azt jelenti, hogy E egy maximalis E(F')-
osztaly.

A (iii) és (iv) bizonyitasa az (i) és (ii) dudlis valtozata. O

5.20. Allitas. Legyen 0 eqy hasonldsdgi reldcié véges értékkészlettel, és F =
0(f), G = 0(g) valamilyen f, g € F(U) esetén.

(i) Ha {a} C U egy mazimdlis E(F')-osztaly, akkor barmely h € F(U) esetén,
amelyre 0(h)(a) > F(a), teljesiil, hogy O(h)(a) = h(a).
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(ii) Ha {b} C U egy maximdlis e(G)-osztdly, akkor birmely h € F(U) esetén,
amelyre (h)(b) < G(b), teljesiil, hogy O(h)(b) = h(b).

Bizonyitds. (i) Ha {a} C U egy maximalis E(F)-osztaly, akkor az 5.5. Ko-
vetkezmény alapjan F'(a) > 0(a,y) minden y € U, y # a esetén. Ekkor

= \/{min(6(a,y), h(y)) | y € U} =

v (\/{min(8(a, ), h(v)) |y € U\ {a}}), és
\/{min(@(a, ), h(y)) | y € U\ {a}} <

VA{b(a.y) |y € U\ {a}} < Fla) < 8(h)(a),

mivel 6 értékkészlete véges. Ebbdl adodik, hogy 0(h)(a) = h(a).
(ii) Ha {b} C U egy maximalis £(G)-osztély, akkor az 5.5. Kovetkezmény
alapjan G(b) < n(0(b,y)) minden y € U, y # b esetén. Ekkor

= /\{maX(n(Q(b, ) h(y) lye U}y =

) A ( \max(n(8(v, ). h(y)) | y € U\ {b}}) , és
Aﬁmﬂmwawxmmnyev\wﬂz

A n(8(b.9)) |y € U\ {b}} > G(b) = () (D),
mivel 6 értékkészlete véges. Ebbdl adodik, hogy 6(h)(b) = h(b). O

5.7. Haloelméleti vizsgalat

Nyilvanvalo, hogy az (U, 6) approximéacios térhez tartozo fuzzy durva halma-
zok az alabbi modon rendezhetdk:

(001),0(f)) < (0(9),0(9)) < 0(f) < 0(g) & O(f) < 0(g), (4)

igy kapjuk az (FR(U,6), <) részbenrendezett halmazt. Ha 6 reflexiv, akkor
(0,0) és (1,1) ennek a legkisebb, illetve legnagyobb elemei. Ha a (D)-ben
szerepld feltételek teljesiilnek, akkor n(0(f)) = 0(n(f)) és n(8(f)) = 0(n(f))
miatt (n(0(f), n(0(f)) € FR(U,0) minden f € .7-"( ) esetén. Mivel n involu-
tiv negator, a ®: FR(U,0) — }“72 U,0), ®((6(f),0(f))) = (n(0(f),n(0(f))
egy involicio, azaz ®(® (6(f), ) ( (f), ( ) Mivel (6(f),0(f)) <

(6(9),0(9)) @(n(é(g),n(ﬁ(g)) <( (O(f),n(0(f)), ezért
(0(f).0(f)) < (8(9).0(9)) < @ (6(g),0(9)) <@ ((f),0(f))

vagyis ® egy dudlis rendezésizomorfizmus. Tehat ha a (D) feltételei telje-
stilnek, akkor (FR(U,0),<) egy ondualis részbenrendezett halmaz. Ebben
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a szakaszban olyan feltételeket vezetek le, amelyek mellett az (FR(U,0), <)
egy halo.

Most legyen L a [0, 1] egy teljes részhaloja, és legyen F(U, L) az f: U — L
fuzzy halmazok Osszessége. A véges értékkészletd f € F(U, L) fuzzy halma-
zok Osszességét jelolje Fy,(U,L). Ha L = [0,1], akkor egyszertien jelolje
Fr(U). Mivel 0,1 € L, igy 0,1 € Ff,(U,L). Nyilvanvalo, hogy barmely
fi, f2 € Fpe(U, L) esetén f1 V fo = max (f1, fa) és fi A fa = min(fi, f2)
szintén véges értékkészletiiek, és értékeik L-ben vannak, tehat (Fy,.(U, L), <)
egy korlatos disztributiv halo. Béarmely véges értékkészletd f € F(U, L) és
barmely n negator esetén az n(f) fuzzy halmaz is véges értékkészletd, azaz
n(f) € Fs (U, L). Tovabbé ha a 6 relacio véges értekkészletd, akkor az 5.2.
Lemma értelmében barmely f € Fy,(U) esetén 0(f),0(f) € Fr.(U). Tegyiik
fel a tovabbiakban, hogy a (C) feltétel teljesiil, n(L) C L, és 0: U x U — L
egy hasonlosagi relacié. Ekkor

= \/{min(d(z,y), f(v)) | y € U},
= N{max(n(0(z,v)). f(4)) |y € U},

minden z € U esetén. Mivel L zart tetszbleges egyesités és metszet miivele-
tekre, és n(L) C L, ezért 0(f),0(f) € Fs-(U, L). Tekintsiik most a kovetkezd
halmazon értelmezett részbenrendezett halmazt:

H={(0(f).00)) | f € Fpe(U.L)}.

Megmutatom, hogy (H, <) egy halo, tovabba ha U vagy L véges, akkor teljes
halo. Ezt a megkozelitést az alabbi példak motivaljak:

1) Ha U véges halmaz, akkor § és minden f € F(U) véges értékkész-
leti. Igy L = [0,1] esetén Fy.(U, L) = F(U), és (H,<) egybeesik
(FR(U, ), <)-vel.

2) Ha L véges lanc, amelyre 0,1 € L, akkor barmely f € F(U, L) vé-

ges értékkeészletd, igy Fr.(U, L) = F(U, L), tovabba (H, <) egybeesik
(FR(U,L), )Vel

5.21. Megjegyzés. (a) Mindig érvényesek a 0(f1) A O(f2) = 0 (fi A f2) €és
O(f1) vV O(fe) = 0(f1 V f2) azonossigok biarmely fi, f» € F(U) esetén [17].
Tegyiik fel most, hogy teljesil a (C) feltétel, vagy @ balrdl folytonos t-norma
és > a beldle szarmaztatott R-implikdtor. Ismert [54], hogy ebben az esetben
az

Aoy lien=eo(Aifilient) @) lieny=a(\ifilien)

egyenldségek szintén teljesiilnek barmely (nemdres) f; € F(U),i € I rendszer-
re.
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(b) Ha L C [0,1] teljes hdlo, és 0: U x U — L, akkor nyilvinvaldan barmely
fie FWUL), i €I eseten N{fi|ie I},2WV{fi|iel} € F(UL) és \{
0(f) i€ TY = 0(AJ: i € 1Y) € F(U,L), B (VS | i € T}) € F(U, L),

(¢) Mivel ebben az esetben az (ID) feltételei szintén teljesilnek, a [4] alapjin a
0 ®-hasonldsagi relaciora f — 0(f), f € F(U, L) leképezés egy belsd operdtor,
mig az f +— 0(f), f € F(U,L) egy lezdrdsi operdtor. FExdltal (Firy (), <)
és (Fizy (0),<) teljes hdlok, ahol Fizy (0) := {f € F(U,L) | 6(f) = f} és
Pizy, (8) := {f € F(U,L) | 8(f) = f}.

5.22. Allitas. Tegyiik fel, hogy az (ID) feltételei teljesiilnek, és legyen L C
[0, 1] egy teljes hdlo, valamint 0: U XU — L eqy ®-hasonldsagi reldcio. Ekkor
(Fizg, (), <) és (Fizy (0), <) teljes részhdldi az F(U, L) halmaznak.

Bizonyitdas. Legyen f; € Fixy, (@), 1 € I tetszbleges. Ekkor az 5.21. Megjegy-

zes alapjan V{fi | i € I} € F(U,L), es O(V{filieI}) = V{0(fi) | i €

I} = \V{f; | i € I}. Tehat \/{f; | i € I} € Fix; (). Mivel Fix, () az

f + 0(f) operator zart halmazainak rendszere, és f; € Fixp, (5), i e, azt

is megkapjuk, hogy A f; € Fixy (@) Igy (FixL (5) ,g) egy teljes részhalo
iel

az (F(U, L), <) haloban. Az &llitas, miszerint (Fixy, (0), <) teljes részhalo a
(F(U, L), <) haloban, dualis moédon igazolhato. O

5.23. Kovetkezmény. Legyen 0: U x U — L eqy hasonlosdgi reldcio véges
értékkészlettel U-n, fi € F(U,L), i € I, F = N{O(f) | i € I} és legyen
{a} C U egy mazimdlis E(F)-osztdly. Ekkor F(a) = N{fi(a) | € I}.

Bizonyitds. Az 5.22. Allitas alapjan F = A{0(f)) | i € I} € Fix.(0), azaz
F = 0(F). Mivel 0(f;)(a) > F(a), i € I, az 5.20. Allitas (i) pontjanak
alkalmazéséval kapjuk, hogy 0(fi)(a) = fi(a), minden i € I esetén. Ezaltal
F(a) = A{fila) | i € I}. a

5.24. Tétel. Legyen 0: U x U — L eqy hasonlosdgi reldcio véges értékkész-

lettel, és tegyiik fel, hogy teljesiil a (C) feltétel egy olyan negdtorral, amelyre

n(L) C L.

(i) Ha a N\ fi;, NO(f:), f; € F(U,L), i € I fuzzy halmazok véges értékkész-
il el

letiek, akkor a (Q(fi),g(fi)), i € I fuzzy durva halmazok infimuma létezik

(FR(U, L), <)-ben, és komponensei véges értékkészletiek.

(i) (H, <) = ({(80).0(1)) | | € F(U. L)}, <) eqy hals

(iii) Ha U vagy L véges, akkor (FR(U, L), <) egy teljes hdld.

Bizonyitds. (i) Vezessiik be a G = 0( A f;) és F = NO(f;) jeloléseket. Ek-

il iel
kor G,F € F(U,L), az 5.21. Megjegyzés (b) pontja alapjan, és teljesiil,
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hogy 0(G) = G ¢s 0(0(f)) = 0(f), i € I, az 5.21. Megjegyzés (c) pont-

ja szerint. Igy G € Fixp(f). Mivel 0 és A fi véges értékkészletiiek, G
il

is véges értékkészleti. Mivel 0(f;) € Fixy(0), az 5.22. Allitasbol adédik,

hogy F € Fixy(0), és a feltevés szerint F' véges értékkészlettd. Nyilvanvaloan

G =0(A f;) <0(f;), minden i € I esetén, tehat G < F. A G és F segit-
i€l

ségével konstrualunk egy f € F(U, L) fuzzy halmazt gy, hogy (Q( 1), 0( f))

egyenld legyen a {(8(f;),0(f;)) | i € I} halmaz infimumaval.

Elgszor minden &, t € T maximalis £(G)-osztalybol pontosan egy b, € &
elemet valasztunk ki az alabbi moédon:

1) Ha & tartalmaz egy olyan ¢; € & elemet, amelyre G(¢;) = F(q;), akkor
legyen b, := q;.

2) Ha nincs ilyen elem &-ben, de létezik olyan s, € &, amire {s;} nem
E(F)-osztaly, akkor 6t valasztjuk és b, := s;.

3) Ha nincsenek 1) vagy 2) tipust elemek &-ben, akkor valasztunk egy
olyan r, € & elemet, amelyre {r;} nem maximalis F(F)-osztaly, és
bt =Tt

Most megmutatom, hogy egy ilyen kivéilasztas mindig kivitelezhets. Te-
gyiik fel az ellenkezGjét, azaz hogy van egy olyan &, osztaly, amely nem tar-
talmaz 1), 2) vagy 3) tipust elemeket. Ez azt jelenti, hogy minden z € &,
esetén {z} egy maximélis E(F')-osztaly. Ekkor az 5.23. Kovetkezmény alap-
jan minden z € &, esetén F(z) = A fi(z). Mivel A fi(z) értékkészlete

véges, az 5.12. Allitas (ii) pontja szerilrelé G(y) = min{ /Z\Elfl(a:) | z € £,} min-
den y € &, esetén, mivel G = 0( /\ fi). Tehat létezik ngyan v € &,, amelyre
G(v) = A filv) = F(v). Ez aztﬁfelenti, hogy v egy 1) tipust elem &,-ben,
ami elleri%rlnondés.

A kovetkezd 1épésben egy f € F(U, L) fuzzy halmazt konstrualunk ugy,
hogy:

F(z),haz e U\{b |t €T}

Mivel G, F € F(U, L), igy f € F(U, L). Mivel F és G értékkészlete véges,
[ értékkészlete is véges. Mivel minden &, ¢t € T maximalis e(G)-osztalybol
= G(b) és f > G teljesiil,
O(A\ fi). Most azt fogjuk

el

fa) :{ G(z), haz € {b |t €T} 6.1

kivalasztottunk egy b; € & elemet, valamint f ( ¢)
igy az 5.11. Allitas (i) pontja szerint 0(f) = G =



5. FUzzY DURVA HALMAZOK FUZZY REFERENCIAHALMAZZAL

belatni, hogy (6(f),0(f)) az (6(f:),0(f:)),i € I rendszer infimuma. Tehét

megmutatjuk, hogy (Q(f),g(f)) also korlatja a (6(f:),0(f:)),i € I rendszer-

nek, és hogy barmely h € F(U, L) fuzzy halmazra, amelyre (8(h),0(h)) <

(0(f:),0(f)), i € 1, teljesiil, hogy (8(h),0(h)) < (6(f),0(f)). Mivel definicio

szerint f < F, azt kapjuk, hogy 0(f) < a(F) = F < 0(f), i € I. Mivel

0(f) =0(N fi) < 0(f:), i€ I,igy most ( ) valoban also korlatja a
iel

(0(f:),0(f:)),i € I rendszernek, és a 0(h) < 0(f;), i € I feltétel ekvivalens
azzal, hogy O(h) < AO(f;) = F. Mivel 0(f) = (A f;) = A\ 0(f:), fgy ast
icl

iel icl
kapjuk, hogy

0(h) < 0(f:).i € T <= 0(h) < \O(f,) = 0(f) = G.
iel
Tehét annak bizonyitdsahoz, hogy (6(h),8(h)) < (6(f),6(f)) fennéll minden
olyan h € F(U, L) fuzzy halmazra, amelyre (6(h),0(h)) < (8(f;),0(f:)), i € I,
elegendé megmutatni, hogy 6(h) < 0(f) teljesiil minden olyan h € F(U, L)
fuzzy halmazra, amelyre 6(h) < G ¢és (h) < F

Vegytink egy ilyen h fuzzy halmazt és egy x € U elemet. Ha x € U \ {b, |
t € T} vagy © = by, valamely ¢y € T esetén, amire G(by,) = F(by,), akkor
F(w) = F(o), fey h(z) < B(h)(z) < F(x) = f(z) < 8(F)(@)

Legyen z = by,, ahol ¢ty € T olyan, hogy G(b;,) # F(bs,). Ekkor a konst-
rukeio szerint f(b,,) = G(by,). Ha {by} egy maximalis £(G)-osztaly, akkor
az 5.20. Allitds (ii) pontja értelmében 0(h)(b;,) < G(by,) miatt h(by,) =
0(h)(bs,) < G(by,), azaz h(z) < G(z) = f(z) < 0(f)(z) adodik.

Tegyiik fel most, hogy a by, elemet tartalmazo &, maximalis €(G)-osztaly
legalabb két elemet tartalmaz. Jelolje Ey azt az E(F)-osztalyt, amelyik tar-
talmazza a by, elemet.

Ha Ey € &, akkor létezik zy € Ey\ &, és minden y € &, esetén (y, z9) ¢
o(G), mivel &, egy maximélis (G)-osztaly. Igy az 5.8. Kovetkezmény (ii)
pontja szerint (z,y) € R(F') minden z € Ey és y € &, esetén. Tehat (by,,c) €
R(F) minden ¢ € &, ¢ # by, esetén. Nyilvanvaloan ¢ ¢ {b, | t € T'}, mivel
&;,-bol csak egyetlen elemet véalasztottunk ki, igy f(c) = F(c). Mivel (by,,c) €
R(F) és f < F,az5.6. Allitas (i) pontjanak alkalmazasaval 0(f)(by,) = F(by,)
adodik. Tgy h(bi) < 9(h) (i) < Flb) = 9(1) (b, anaz hz) < B(F)(2)

Ha Ey C &, akkor (by,,e) € R(F) valamely e € &, \ {b;,} esetén (ilyen
elem létezik, mert |E;,| > 2). Nyilvanvalo, hogy ha Ej legalabb két elemet
tartalmaz, akkor e tetszélegesen kivalaszthato az Eg \ {b;,} elemei koziil. Ha
Ey = {by,}, akkor a konstrukcié szerint by, egy 3) tipusu elem, azaz {b;,}
olyan FE(F')-osztaly, amely nem maximéalis. Azonban, ha (b,,e) ¢ R(F)
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minden e € &, \ {by, } esetén, akkor az 5.19. Kévetkezmény (ii) pontja szerint
{b, } egy maximalis E(F)-osztaly lenne, ami ellentmond a feltevésnek. Mivel
&i,-bol csak a by, elemet valasztottuk ki, e ¢ {b, | t € T}, igy f(e) = F(e).
Mivel (by,, €) € R(F'), a korabbi érvelést megismételve ismét azt kapjuk, hogy
h(bio) < B(F) (), azaz h(z) < B(f)(z).

Igy minden z € U esetén teljesiil, hogy h(z) < 0(f)(z). Ezért h < 0(f). A
[17] szerint ez azt jelenti, hogy 6(h) < 8(6(f)) = 0(f). Tehét (6(f),0(f)) az
(0(f:),0(f:)), i € I rendszer infimuma. Mivel f € F(U, L) véges értékkészlett,

0(f),0(f) € F(U, L) szintén véges értékkészletiiek.

(ii) Tetszbleges f1, fo € Fyr(U, L) fuzzy halmazokra fiA fo véges értékkész-
letti. Az 5.2. Lemmabol kévetkezik, hogy mivel 6(f,), 0(f2) € F(U, L), ezért
O(f1) NO(f) is véges értékkészletd. Most I = {1,2} mellett (i)-t alkalmazva
azt kapjuk, hogy (H, <) egy A-félhalo. Mivel a (C) feltételbdl kovetkezik a
(D) tulajdonséag, ezért (H, <) ondualis, és igy egy halo.

(i) Ha U vagy L véges, akkor € is és minden f € F(U, L) fuzzy hal-
maz is véges értékkészletd, azaz F(U,L) = Fy.(U,L). Mivel tetszdleges
fi € F(UL), i € I esetén A fi, NO(f;) € F(U,L), igy ezek is véges ér-

iel el
tekkészletiiek. Ezaltal (i) alapjan inf{(0(f;),0(f;)) | i € I} mindig létezik,
azaz (H, <) egy teljes A-félhalo. Mivel (H, <) 6ndualis, igy teljes halo. [

5.25. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy egy fi € F(U,L), i € I rendszerre
(0(1).6(1) = (MO i€ I} AMB(f) |7 € 1)) vagamuyen f € FU.L)
fuzzy halmazra. FEkkor (Q(f),@(f)) eqyenld a ( (fo), (fz)) 1 € I rendszer
infimumdval. Ez azért van igy, mert minden h € F(U, L) esetén, amelyre

(0(h), 0(R)) < (0(f:).0(f:)), i € 1, azt_kapjuk hogy (6(h),0(h)) < (6(f),0(f)).
vagyis (0(f),0(f)) valdban a (8(f;),0(f;)) i € I rendszer infimuma. Hason-

l6an ldthatd, hogy a (\{6 (f:) | i € I}, N{O(f:) | i€ I}) a(6(f).0(f:) i€l

rendszer szuprémuma, ha

(V{e(fi) lie IV V{0 (fi) | i € I}) € FR(U, L).

5.26. Példa. Haszndljuk fel az 5.24. Tétel bizonyitdasiban szerepld (5.1)
konstrukciot a (6(f1),0(f1)) A (0(f2),0(f2)) kiszdmitdsira. A 6 hasonldsd-
gi reldcié az 5.3. dbrdn ldthato, és L = {0,0.1,0.25,0.5,0.75,1}. Az fi, fo
fuzzy halmazok, valamint approximdciok az 5.2. tabldzatban taldlhatok.
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ao.
1 °~.0.25
0.753 ~oc
b C‘}/’/O.25

5.3. abra. Az 5.26. Példaban szerepls 6 fuzzy hasonlosagi relacio.

U a b c U a b c
f1(u) 1 | 01105 folw) | 01| 1 |05
O(f)(w) | 1 075 | 0.5 O(f2)(w) | 075 1 | 0.5
O(f)(w) | 025 ] 0.1 | 0.5 0(f>)(w) | 0.1 1025 05

5.2. tablazat. Az f; és fo fuzzy halmazok és azok kozelitései.

A megfeleld fuzzy durva halmazok a kévetkezd formdban adodnak: oq =
1 075 0.5 075 1 05

€s g = , ahol az elsd sor a felsd ko-
0.25 0.1 0.5 0.1 0.25 0.5

zelitéseket, mig a mdsodik sor az also kozelitéseket reprezentdilja. Az F =

YAO(fy) és a G = 0(f1) AO(f2) metszetek kiszdmitdsa utdn az (g) =

0.75 0.75 0.5
< pdrt kapjuk, ami nem eqy fuzzy durva halmaz. Az F' és G
altal zndukalt kvazzrendezesek az 5.4. abran lathatok.
O O O<+——0O
o@: ¢ ’ R(F): ¢ ’
O O
c c

5.4. dbra. A o(G) és R(F') kvazirendezések.

Megfigyelhetd, hogy minden elem maximdlis e(G)-osztdly. Ezért az 5.24.
Tétel bizonyitasaban szerepld (5.1) képlet alkalmazdsdval kapjuk az f := G

referenciahalmazt, a hozzd tartozo fuzzy durva halmaz pedig a kévetkezd:

0.25 0.25 0.5
0.1 01 05/
5.27. Példa. Vizsgdljuk meg az 5.5. dbrdan ldthato 6 hasonldsdgi reldciot, és

legyen L = {0,0.5,1}. A fuzzy durva halmazokbdl dlle (H,<) hdld az 5.6.
abrdan ldthato.
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b -7 0.5

5.5. abra. Az 5.27. Példaban szerepld 6 hasonlosagi relacio

1 1 05
0.5 0.5 0.5

o 1 1 05
05 05 0
S 0.5 0.5 0.5
05 05 0

05 0.5 0.5
0 0 05

0.5 0.5 0.5
0o 0 0

5.6. dbra. Az 5.27. Példaban szerepld fuzzy durva halmazok héloja

5.8. IV. TEz1s

Az altalanosabb keretrendszerben — tehat fuzzy approximacios tér-
ben és fuzzy referenciahalmaz esetén — kijelentettem és bizonyitot-
tam egy reprezentacios tételt, amely megadja, hogy véges érték-
készletl fuzzy hasonlosagi relacié esetén milyen feltételek mellett
alkot fuzzy durva halmazt egy fuzzy halmazpar. A konstruktiv bi-
zonyitasban egy eljarast is megadok, amivel elGallithaté az a fuzzy
halmaz, aminek als6 és fels6 approximéacidéja megegyezik az adott
fuzzy halmazparral. Ezenfeliil meghataroztam olyan feltételeket,
amelyek mellett a fuzzy durva halmazok halét, illetve teljes halot
alkotnak.

Tézishez tartozo publikacioim: [S9, S1]
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6. FUZZY DURVA HALMAZOK ALKALMAZASA KEP-
TOMORITESRE

A durva halmazok alkalmazasi teriileteir6l emlitettem néhanyat a 2.5. alfe-
jezetben, mint példaul az orvosi diagnozisok elGsegitését [44] és a dontésté-
mogatast [80]. Ezeken feliil szamos mas gyakorlati alkalmazas létezik, amit
tobb tanulmany, metaanalizis is Gsszefoglal [70, 114]. A modellt sikeresen
hasznositottak mar hibadetektalasban [60], elérejelzésben [89], mintafelisme-
résben és osztalyozasban [93], hang- és beszédelemzésben [115, 116], képfel-
dolgozasban [64, 72, 73|, tovabbéa neurdlis halok esetén a bemeneti adatok
eléfeldolgozasaban [95]. Mindezek ramutatnak a durva halmazok rendkiviili
jellemzokivdlasztdsi (feature selection) képességére.

Ebben a fejezetben egy képtomoritési eljarast fogok bemutatni, ami a
fuzzy durva halmazok modelljén alapul. A javasolt modszerem egy tovabbfej-
lesztett, altalanositott valtozata a Petrosino és Ferone |73] cikkében szerepld
durva fuzzy vektorkvantdlasnak (RFVQ — rough fuzzy vector quantization),
igy el6bb azt ismertetem. A modszert Ferone disszertacioja [24] is tartalmaz-
za. Bzt az eljarast nagy mértékben altalanositottam a fuzzy durva halmazok
felhasznalasaval.

6.1. El6zmény

Petrosino és Ferone 73] durva fuzzy halmazokon alapulé képtomoritési mod-
szere alapvet&en egy blokkos tomoritést valosit meg sziirkearnyalatos képeken.
A kép minden pixeléhez annak fényerdssége (luminosity) alapjan rendel egy
fuzzy halmazt — igy a fekete szin 0 tagsagi értéknek, a fehér szin pedig 1 tag-
sagi értéknek felel meg. Maga a modszer harom fazisra bonthato: kodtabla
felépitése, kodolas, dekodoléas.

6.1.1. Kodtabla felépitése

A kodtabla felépitésére tekinthetiink tgy, mint egyfajta "betanitasra". Ek-
kor az algoritmus feldolgoz néhany ismert képet. ElGszor a képeket egyforma
méreti (pl. 4 x 4-es) blokkokra osztjuk, majd minden egyes blokkon végig-
csusztatunk egy kisebb (pl. 2 x 2-es ablakot). A modszer néhany lépését
a 6.1.1. abra szemlélteti. Az ablakra dgy tekintiink, hogy adott 1épésben
éppen egy (éles) ekvivalenciarelacio egy osztalyat mutatja. Erre az osztalyra
elhelyezziik 6ket egy vektorba. Emlékezziink, hogy a durva fuzzy halmazok
esetén egy ekvivalenciaosztalyon beliili elemekre az alsd approximaciok értéke
megegyezik, és ugyanez igaz a felsé approximaciokra is.
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HEN B EEEEEEEEEEEEEE

6.1. dbra. Blokkhoz tartozo vektor felépitése az ablak cstisztatasaval.

A feldolgozas utan a tanitoképek minden egyes blokkjahoz megkapjuk a
hozza tartozo vektort. A keletkez6 vektorhalmaz alkotja a kodtablat. Vi-
szont mivel ez nagyméretd lehet, ezért valamilyen vektorkvantalast célszeri
alkalmazni ra. A szerzék a [73] cikkben az ISODATA [51] algoritmust hasz-
naltak erre a célra. A redukalt kodtabla mar kisebb méreti, igy az algoritmus
futtatasa is kevesebb tarhelyet igényel.

6.1.2. Kodolas

Miutan a mogottes modellt felépitettiik, vagyis til vagyunk a kodtabla felépi-
tésének fazisan, atadhatunk az algoritmusnak egy képet tomoritésre. Ehhez
el6szor a kodtéabla felépitéséhez is hasznalt médon blokkokra osztjuk a képet,
és minden egyes blokkhoz kiszamoljuk a kapcsolodd vektort az ismertetett
modon. Ezutan megnézziik, hogy a blokkhoz melyik vektor all a legkozelebb
a kodtablaban, és a tomoritett képbe csupan annak sorszamat helyezziik.

6.1.3. Durva fuzzy halmazok szorzata

A dekodolés ismertetéséhez sziikség van egy mésik fogalomra, méghozza a
durva fuzzy halmazok szorzatara. Legyen az alaphalmaz U, és legyenek
E, CU XU és Ey CU x U ekvivalenciarelaciok. Tovabba legyenek (f, f) €

RS(U, Er) és (g,9) € RS(U, ) durva fuzzy halmazok. Ekkor (f, f) és (9,9)
szorzata a kovetkezd durva fuzzy halmaz az (U, F1NFE,) approximacios térben:

(f, ) @ (g,9) := (sup{f, g}, inf{f,q}). (6.1)

Erdemes megjegyezni, hogy ez a definicié hasznalhaté durva L-fuzzy hal-
mazok esetén is. Mivel a fényerGsség értékek 0 és 1 kozotti valos szamok, igy
a tovabbiakban csak az L = [0, 1] esetét targyalom ennél az alkalmazasnal.

6.1.4. Dekodolas

Dekodoléas soran a tomoritett képben tarolt sorszamok alapjan kikeressiik a
kodtablabol a megfelels vektorokat az egyes blokkokhoz, majd rekonstrualjuk
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a pixeleket. Egy adott pixelre tekinthetiink tgy, hogy négy olyan ekvivalencia-
relacié osztalyainak metszete, amelyekben a mozgodablak sarka volt az adott
pixel — ezt szemlélteti a 6.2. abra 3 x 3-as ablakokra.

6.2. 4bra. Négy ekvivalenciarelacio, amelyek szorzata kiadja a pixelt.

A pixelhez a vektorbol ki tudjuk olvasni a kapcsolédo négy ekvivalencia-
osztalyhoz tartozo also és fels§ approximéacio értékeket. Ezeket a (6.1) képlet
felhasznalasaval 6sszeszorozzuk, és megkapjuk a képpont fényerésségének alsod

és fels6 approximaciojat. Lokalis folytonossagot feltételezve ezek atlaga adja
a dekodolt értéket.

6.2. Az algoritmus tovibbfejlesztése

Az eredeti algoritmus sziirkearnyalatos képeken dolgozott, de ezt a részt
kénnyen tudjuk altalanositani. MindGssze annyit kell tenniink, hogy az is-
mertetett eljardsokat szincsatornanként végezziik el.

6.2.1. Fuzzy hasonlésagi relacié hasznalata

A szerz6k a [73] cikkben 2x2 ablakot hasznaltak, am ez lehet tetszéleges mére-
t1, s6t négyzetesnek sem kell lennie. A tovabbi altaldnositashoz elébb forma-
lizaljuk a toloéablakos ekvivalanciaosztalyok meghatérozasat. A kép pontjai
alkotjék az U alaphalmazt. A késGbbiekhez érdemes tisztazni, hogy az egyes
képpontokra a sor- és oszlopszamaval hivatkozunk, igy U C Z? C R%. Legyen
p € U egy pixel, aminek vizszintes koordinatajat jelolje p,, a fiigg6leges ko-
ordinatajat p,. A p pixelhez tartozé ekvivalenciaosztalyt jelolje E,. Az E,
ekvivalenciarelaciot a ¢,r € U pixelekre egy k x | mérett (k,l € NT) moz-
goablak esetén ugy definialjuk, hogy ¢ = r esetén (¢,7) € E,, ¢ # r esetén
pedig

(¢,r) € B, & 0< qu—ps,r2—ps <k—1é0<q,—py,ry—p, <1—1. (6.2)

Az el6z6leg ismertetett valtozatban tehat tekinthetjiik agy, hogy az ablak
mindig a bal fels§ sarokban levé pixelhez hataroz meg egy ekvivalenciarela-
ciot. A pixelekhez igy rendelt ekvivalenciarelaciokat lecserélhetjiik egy-egy
6, : U x U — [0, 1] fuzzy hasonlosagi relaciora.

A (6.1) képletben szerepl§ szorzéas miiveletét is tjra kell értelmezniink
fuzzy durva halmazokra. Legyenek 61,0, : U x U — [0, 1] fuzzy hasonlosagi
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relaciok. Legyen o = inf{f;,0.}, tovabba legyenek (f, f) € RF(U,6,) ¢s
(9.9) € RF(U, 6,) fuzzy durva halmazok. Ekkor (f, f) és (g,9) szorzata egy
olyan (h, h) fuzzy durva halmaz az (U, o) approximéciés térben, amire

h(z) = N\ {max(1 - o(z,), f(v).9(y)) |y € U},
h(z) = \/ {min(o(z,y), f(y).9(v)) |y € U} .

Amennyiben ® egy t-norma, & a hozza tartozo t-konorma, n egy involutiv
negator, > pedig egy hatarimplikator a [0, 1] intervallumon, akkor a szorzat
also és felsé approximacidja:

wz) = N\{o(y) > (fy) ®gy) lyeU},
h(z) =\/{o(z.y) © f(y) ©3()) |y € U}

Ha 0, és 0 olyan fuzzy hasonlosagi transzforméaciok, melyek értékkészlete
a {0, 1}, akkor szorzatként visszakapjuk a (6.1) képlet szerinti eredményt. A
pixelekhez megadott ekvivalenciarelaciok helyett most mindegyik p képpont-
hoz egy-egy 0, : U x U — |0, 1] fuzzy hasonloséagi relaciot rendeliink. Példaul
az alabbi 6, relacio felelne meg a (6.2) ekvivalenciarelacionak:

(6.3)

(6.4)

1, haqg=r;
LhaO0<q —pe,re —pe < k—1

es0<qy—py,ry —py <1l —1;
0, egyébként

Op(q,7) = (6.5)

Természetesen mér 0 és 1 kozotti valos értéket is megadhatunk, igy ké-
zenfekvs valasztas lehet a pixelhez tartozo fuzzy hasonloségi relaciot a kép-
pontok tavolsdga alapjan definialni. Ezek lehetnek akar egységesek is egy
0, = 0,Vp € U fuzzy hasonlosagi relacié hasznalataval, nem muszéj pixelen-
ként eltérniiik. Ilyenkor a (6.3) és (6.4) képletekben o = 6 miatt o helyett 0
irhato.

A0, = 0,VYp € U fuzzy hasonlésagi relaciot megadhatjuk példaul a kévet-
kez& modokon:

0(q,r) = e v @n), (6.6)
9(q7 /r) = e_w'd(q’r)7 (6-7)
9(Q7 T) = max (07 I—w- d(qv T)) ) (68)

ahol ¢,r € U, tovabba w > 0 egy konstans szorzo, d pedig egy tavolsag-
figgvény. A d : U x U — R tdvolsdgfiigguény definicié szerint az aldbbi
tulajdonsagokat teljesiti minden x,y, z € U esetén:

o d(x,z)=0;
o d(z,y) >0, haz # y;

o d(z,y) =d(y,);
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o d(z,z) <d(x,y) + d(y,z) (haromszog-egyenlstlenség).

A p,q € U pixelekre példaul az aldbbi széles korben elterjedt tavolsdgokat
hasznalhatjuk:

e Euklideszi tavolsag: d(p,q) = v/(¢x — p2)® + (@, — py)*;
e Manhattan-tavolsag: d(p,q) = |q. — p«| + |Qy - py‘;
e Csebisev-tavolsag: d(p,q) = max(|¢, — pzl,|qy — Pyl)-

Mas tavolsdgfogalmak is 1éteznek, de az algoritmus targyalasa szempontjabol
kevésbé lényegesek. A pixeleken meghatérozhatd néhany lehetséges
theta relaciorol megmutatom, hogy fuzzy ©-hasonlosagi relaciot alkotnak.

6.1. Allitas. Legyen d : U x U — R tetszdleges tdavolsdgfigguény és w > 0

tetszdleges valos konstans. Ekkor

0:UxU—1[0,1],0(q,7) = max (0,1 —w - d(q,7))
eqy fuzzy toleranciareldcio. Tovdbbd ha ® a Lukasiewicz t-norma, azaz x,y €
[0,1] esetén x©y = max(0,z+y—1), akkor 0 egy fuzzy ®-hasonldsdgi reldcid.

Bizonyitds. A reflexivitas és szimmetria trivialisan adodik a tavolsagfiiggvény
tulajdonsagaibol, igy 6 egy fuzzy toleranciarelécio.

Legyenek most p, q,r € U tetsz6legesek. Be fogjuk latni, hogy

0(p,q) © 6(q,7) < 0(p,7).

Abban az esetben, ha 0(p,q) = 0 vagy 0(q,7) = 0, ez trividlisan adodik,
hiszen barmely ¢-norméra 0©a = a®0 = 0, minden a € [0, 1] esetén. Legyen
tehat a tovabbiakban 6(p,q) > 0 és 6(q,r) > 0. Ez csak ugy lehetséges, ha
O(p,q) = 1 —w-d(p,q) és 0(¢,r) = 1 —w -d(q,r). Ekkor a haromszog-

egyenlGtlenségbdl kiindulva ekvivalens atalakitéasokkal

d(p,q) +d(q,r) = d(p,7),

1—w-(d(p,q) +d(q,r)) <1—w-d(p,r),

L—w-d(p,q) —w-d(g,r) <1—w-d(p,r),

l—w-dp,q)+1—w-d(g,r)—1<1—w-d(p,r),
O(p,q) +60(q,r) —1<1—w-d(p,r),
max (0,0(p,q) +6(¢,7) — 1) <max (0,1 —w-d(p,r)),
0(p,q) ©0(q,r) < 0(p,r),
tehat 6 O-tranzitiv, igy egy fuzzy ©-hasonlosagi relacio. O
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6.2. Allitas. Legyen d : U x U — R tetszéleges tdavolsdgfigguény és w > 0
tetszdleges valos konstans. Ekkor

0:Ux U — [0,1],0(q,r) = e~ @)

eqy fuzzy toleranciareldcio. Tovdbbd ha ©® az egyszerd aritmetikai szorzat,
azaz x,y € [0,1] esetén x ©y = x -y, akkor 0 eqy fuzzy ®-hasonldsdgi reldcio.

Bizonyitds. A reflexivitas és szimmetria trivialisan adodik a tavolsagfiiggvény
tulajdonsagaibol, igy 0 egy fuzzy toleranciarelécio.
Legyenek most p, q,r € U tetsz6legesek. Be fogjuk latni, hogy

0(p.q) ©0(q,r) < 0(p, 7).
Ekkor a haromszog-egyenlGtlenségbdl kiindulva ekvivalens atalakitasokkal
d(p,q) +d(q,r) = d(p,7),
e~ W @dpa)+dlar) < e—wd(m‘)’
e~ wdpg)—wdler) < e—wd(pﬂ“)’

7'd7 7'd7 7'd7
ewdpa)  pmwrdler) < pmwdpr)

0(p,q) ©0(q,m) < 0(p,7),
tehéat 6 O-tranzitiv, igy egy fuzzy ®-hasonlosagi relécio. m

6.3. Kovetkezmény. Legyen d : U x U — R tetszdleges tdvolsdgfiigguény és
w > 0 tetszdleges valds konstans. Ekkor

0, :U x U —[0,1],0(q,r) = e~ @),
Oy : U x U —[0,1],0(q,r) = max (0,1 —w - d(q,r)) .
Ha ® a drasztikus t-norma', akkor 0, és 0y fuzzy ®-hasonlosdgi reldcick.

Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil adddik abbdl a kozismert ténybdl, hogy
a t-normak koziil a drasztikus ¢-norma a legkisebb, valamint a 6.1. és 6.2.
Allitasokbol. O

6.4. Allitas. Legyen d : U x U — R tetszdleges tdvolsdgfiigguény és w > 0
tetszdleges valos konstans. Ekkor

0:UxU —1[0,1],0(q,r) = e @)

eqy fuzzy toleranciareldcio. Tovabbd ha ® a drasztikus t-norma, akkor 6 egy

fuzzy ©-hasonlosdgi reldcio.

Definicié a 9. oldalon.

96



6. Fuzzy DURVA HALMAZOK ALKALMAZASA KEPTOMORITESRE

Bizonyitds. A reflexivitas és szimmetria trividlisan adodik a tavolsagfiiggvény
tulajdonsagaibol, igy 0 egy fuzzy toleranciarelécio.
Legyenek most p, q,r € U tetsz6legesek. Be fogjuk latni, hogy

0(p,q) © 6(q,7) < 0(p,7).

Nyilvanval6, hogy ez teljesiill p = ¢ vagy ¢ = r vagy p = r esetén. A
tovabbiakban feltételezziik, hogy p, ¢, r paronként kiilonbozsk.

Vegyiik észre, hogy 6(p, q) = 1 csak akkor lehetséges, ha p = ¢q. Hasonldan
0(q,7) = 1 csak akkor lehetséges, ha ¢ = r. A feltevésiink alapjan egyik sem
teljesiil, igy

0(p,q) ©0(q,r) =0 < 0(p,r),

tehat 0 O-tranzitiv, igy egy fuzzy ©-hasonlésagi relacio. O

6.2.2. Segédalgoritmusok

Az eljarés részletezéséhez sziikség van néhany egyszertibb algoritmusra, eze-
ket ismertetem ebben a szakaszban. Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban
feltételezziik, hogy a képmagassag oszthato a blokkmagassaggal, és a képszé-
lesség is oszthato a blokkszélességgel.

A képek blokkokra osztésat az 1. Algoritmus szerint végezhetjiik. Az
eljaras bemenetként megkapja a kép szélességét (W), a kép magassagat (H),
egy W x H mérett képet, valamint a blokk szélességét (w) és magassagat
(h). Kimenetként a keletkezs blokkok listajat (B) kapjuk. Az algoritmus
ugy mikodik, hogy a blokkok pixelein végigmegy, és beazonositja a nekik
megfelel§ pixelt a képrsl, majd atmasolja azok értékét a blokkba.

A blokklistabol a kép rekonstruélasara is sziikség van, erre szolgél az 2.
Algoritmus. Bemenetként megkapja a blokkok listajat (B), a kép szélességét
(W) és magassagat (H), valamint a blokkok széleségét (w) és magassagat (h).
Az algoritmus az el6z6h6z hasonldan végighalad az 6sszes blokkon, azok pixe-
leit vizsgalva beazonositja a nekik megfelel pixelt a képen, majd a blokkbol
atmasolja a pixel értékét a képbe.

Az eljaras bemenetként megkapja a kép szélességét (W), a kép magassagat
(H), egy W x H méretii képet, valamint a blokk szélességét (w) és magassagat
(h). Kimenetként a keletkezd blokkok listajat (B) kapjuk. Az algoritmus
gy mikodik, hogy a blokkok pixelein végigmegy, és beazonositja a nekik
megfelels pixelt a képrsl, majd atmaéasolja azok értékét a blokkba.

A blokklistabol a kép rekonstrudlasara is sziikség van, erre szolgal az 2.
Algoritmus. Bemenetként megkapja a blokkok listajat (B), a kép szélességét
(W) és magassagat (H ), valamint a blokkok széleségét (w) és magassagat (h).
Az algoritmus az el6z6h6z hasonldan végighalad az Gsszes blokkon, azok pixe-
leit vizsgalva beazonositja a nekik megfelel6 pixelt a képen, majd a blokkbol
atmasolja a pixel értékét a képbe.
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1. Algoritmus: Kép felosztasa blokkokra.

BLOKKOKRA OSZT(I,W,H,w,h)
Input: [ —egy W x H méretd kép;
W — a kép szélessége;
H — a kép magassaga;
w — egy blokk szélessége;
h — egy blokk magassaga.
Output: B, a keletkez6 blokkok (W/w) - (H/h) mérett listaja.
for bx + 0 to %do

forbyeOto%do
B < 4j w x h mérett blokk

for © < 0 to w do
for y < 0 to h do
| Blz,y] + I[bx-w+z,by - h+ 9]
end
end
A B blokkot adjuk hozza B-hez.
end

end
return B

2. Algoritmus: Kép rekonstrualédsa blokkokbol.

BLOKKOKBOL KEP(B,W, H,w, h)
Input: B, a blokkok (W/w) - (H/h) mérett listaja.
W — a kép szélessége;
H — a kép magassaga;
w — egy blokk szélessége;
h — egy blokk magassaga.
Output: [ — a rekonstrudlt W x H méretd kép;

140

forbx(—Oto%do

forby%Oto%do

B + BJi

for z < 0 to w do
for y < 0 to h do
| I[bx-w+x,by - h+y] + Blz,y]
end

end

1+—1+1

end

end
return B
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Tovabbéa a kép egyes blokkjaihoz rendelt also és fels6 approximaciokat
vektorokka kell alakitani. Ezt a célt szolgalja a 3. Algoritmus. Bemenete
egy blokk (B), valamint annak szélessége (w) és magassaga (h). Az atala-
kitast tulajdonképpen a blokk (mint matrix) oszlopvektorainak egymas utén
helyezésével végzi, amibdl egy v vektort kapunk kimenetként.

3. Algoritmus: Blokk vektorra alakitésa
VEKTORRA ALAKIT(B,w,h)
Input: B — egy w x h méretd blokk, ami egy adott szincsatornan
tartalmazza az egyes pixelek szinértékeit;
w — a blokk szélessége;
h — a blokk magassaga.
Output: v, az eredményvektor.

forx < 0tow—1do
for y <~ 0 to h—1do
| v[z-w+y] < Blr,y]
end

end

return v

A dekddolashoz a forditott mitiveletre is sziikség van. Az 3. Algoritmus
szerinti vektor visszaalakitasat blokkra a 4. Algoritmus végzi. Itt a bemenet
egy w - h dimenzi6ju (v) vektor, ahol w a kimeneti blokk szélessége, h pedig
a kimeneti blokk magassdga. Az algoritmus sorban végighalad a vektor ko-
ordinatain, és azok értékeit oszlopvektorként elhelyezi a kimenetként szolgald
B blokkban.

4. Algoritmus: Vektor visszaalakitasa blokka.
BLOKKA ALAKIT(v,w,h)
Input: v, egy w - h dimenziéju vektor;
w — a blokk szélessége;
h — a blokk magassaga.
Output: B — egy w X h mérett blokk;

for z < 0 tow—1do
for y<0toh—1do
| Blz,y] < vz -w+y]
end

end

return B
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6.2.3. Kodtabla felépitése

Magara a képre tugy tekintiink, mint egy fuzzy halmazra, ahol az alaphalmaz
a pixelek halmaza, a tagsagi értékeket pedig a pixel fényereje (szinértéke)
hatarozza meg. A koédolas soran a kép minden pixelére kiszamitjuk az alsod
és fels§ approximacio értékét az (U, ) approximacios térben, ahol U a pi-
xelek halmaza, 0 pedig egy fuzzy ©-hasonlosigi transzformacié valamely ©
t-norméra. Utana felosztjuk a képet N x N méretd blokkokra, majd ezekhez
a blokkokhoz létrehozunk egy vektort, amibe sorba bekeriilnek a blokk egyes
pixeleinek also, illetve fels§ approximécioi.

Az els6 két 1épés (approximéaciok szamitasa és blokkokra osztés) igazabol
felcserélhetd, de a fent leirt sorrendben vilagosabban latszik, hogy az approxi-
méciok kiszamitasakor a blokkon kiviili pixelek is szamitanak, csak a tavolsag
miatt kisebb mértékben. Eredményiil a kép Gsszes blokkjat feldolgozva szin-
csatornanként kapunk egy-egy vektorhalmazt. A betanitds (modellalkotas)
szakaszaban tobb képet is feldolgozhatunk, a kapott vektorok mindegyikét
elhelyezziik a kodtablaban.

Opcionalisan annak érdekében, hogy a kodtabla ne legyen tilsagosan nagy
méretl, valamilyen vektorkvantélasi modszert alkalmazhatunk ra — példaul
a [73]-ben javasolt ISODATA eljarast, de egy modernebb autoencoder (auto-
matikus k6dolo) neuralis halozat hasznalata célszertibb lehet.

A kodtabla felépitését az 5. Algoritmus alapjan végezhetjiik, amelynek
bemenete a tanitoképek halmaza (I), a pixeleken értelmezett 6 fuzzy hasonlo-
sagi relacio, valamint egy olyan x : P(R™) — P(R") vektorkvantalo fiiggvény,
amire |k(C)| < |C|, ahol n = w - h. Ez utobbi szolgalja azt a célt, hogy a kod-
tabla méretét, és ezaltal kozvetve a kodolt kép méretét is csokkentsiik — hiszen
ha kevesebb elem van a kédtablaban, akkor a vektorok sorszaménak tarolé-
sara kevesebb bit sziikséges. Tovabbi bemenetként a kordbbiakhoz hasonléan
megjelenik a kép szélessége és magassaga (W és H), valamint a blokk szélessé-
ge és magassaga (w és h). Kimenetként két kodtablat kapunk, az egyik (Cy) a
blokkok als6 approximaciokhoz tartozo vektorokat tartalmazza, a masik (Cr)
pedig a felsd approximéciokhoz tartozo vektorokat.

Az eljaras végighalad a tanitoképeken, ezek pixeleire kiszamolja az also és
fels6 approximéaciok értékét — erre tekinthetiink tgy, hogy kapunk két djabb
képet, melyek az eredeti kép (mint fuzzy halmaz) approximacioi, azaz 0(I) és
O(I). Ezeket a képeket blokkokra osztjuk, majd azokat vektorokka alakitva
elhelyezziik 6ket a megfelels kodtablaban. A kimenetként kapott kodtablan
pedig egy (opcionalis ) méretcsokkents kvantalasi 1épést is végrehajthatunk.
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5. Algoritmus: Kodtabla felépitése.

KODTABLA(L 6, x, W, H,w, h)

Input: I - egyforma méretii tanitoképek halmaza;
0 — a pixeleken értelmezett fuzzy hasonlosagi relacio;
k — vektorkvantélo fliggvény;
W — a kép szélessége;
H — a kép magassaga;
w — a blokk szélessége;
h — a blokk magassaga.

Output: C; — az als6 approximéaciokhoz tartozé kodtabla;

C, — a fels6 approximaciokhoz tartozo kodtabla;

Cl < @
Cu 0
foreach I €1 do
B, + BLOKKOKRA OSZT(4(I),W, H,w, h)
B, + BLOKKOKRA OSZT(¢(I),W, H,w,h)
C. + C, U{VEKTORRA ALAKIT2(B,,w,h) | B, € B.}
C, + C,U{VEKTORRA ALAKIT2(B,,w,h) | B, € B/}
end
Cu < K(Cy)
Cl < K(Cl)

return C;,C,

6.2.4. Kodolas

A kodolas soran a cél, hogy egy (ismeretlen) képet tomérebb formaban rep-
rezentaljunk a tanitoképek alapjan létrehozott modell segitségével. Ezt ugy
tessziik meg, hogy a kodtabla felépitéséhez hasonl6 moédon kiszamoljuk min-
den egyes pixelhez az also, illetve fels§ approximaciokat, majd blokkokra oszt-
juk &ket.

Az als6 approximéciokhoz tartozé blokkokat vektorokka alakitjuk. Meg-
nézzik, hogy az egyes vektorok a "als6" kodtablaban (C;) melyik vektorra
hasonlitanak a leginkabb (a vektortérben melyikhez viszonyitva a legkisebb a
tavolsag). Az adott blokkhoz ennek a sorszamaéat rendeljiik hozza. A felss app-
roximaciokhoz tartozo blokkokat hasonloan Gsszevetjiik a "felsG" kodtablaval
(C.). Igy minden blokkhoz két-két sorszamot sziikséges eltarolnunk. Részben
ebbdl ered a tomorités, részben pedig abbol, hogy a kodtabla is kvantalt, igy
ezek a sorszamok sem annyira nagyok, hogy sok tarhelyet foglaljanak.

Fontos kiemelni, hogy ez a modszer egy veszteséges tomorits eljaras,
ugyanis informéciévesztés torténik, amikor a tényleges vektort egy kozeli-
re "cseréljuk" a kodtablabol (kvantéalas alkalmazasakor még inkabb). Az is

s, 2

tartozhat eltérd sorszam a két kodtablaban. Azért is, mert egy 4j képnél
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eleve lehetséges ilyen eltérés, de olyan is el6fordulhat, hogy a kvantalo eljaras
mashogy redukalta a két kodtablat.
A 6. Algoritmus mutatja a kodolas pszeudokddjat.

6. Algoritmus: Kép kodolésa.
KODOL(/,C;,C,,, 0, W, H,w, h)
Input: [ — a tomoritendé kép;
C; — az als6 approximaciokhoz tartozo kodtabla;
C. — a fels6 approximaciokhoz tartozé kodtabla;
0 — a pixelek kozotti fuzzy hasonlosagi relacio;
W — a kép szélessége;
H — a kép magassaga;
w — egy blokk szélessége;
h — egy blokk magassaga.
Output: N, — a kép pixeleinek als6 approximaciéihoz tartozo
blokksorszamok listaja C;-bdl;
N, — a kép pixeleinek fels6 approximacioihoz tartozo
blokksorszamok listaja C,-bol.

B, + BLOKKOKRA OSZT([;,, W, H,w,h)
B, < BLOKKOKRA OSZT(/,,W,H, w,h)
foreach B, € B, do
v+ VEKTORRA ALAKIT2(B,, w,h)
v/ arg Hélcn d(v,c)
cely

n; < a v’ vektor sorszama C;-ben
N;.ADD(n;)

end

foreach B, € B, do
v+ VEKTORRA ALAKIT2(B,, w,h)
v/ < arg Cnencn d(v,c)
n, < a v’ vektor sorszama C,-ben
N..ADD(n,)

end

return N;, N,

Itt bemenetként egy tomoritendd képet (I), egy-egy kodtablat az also,
illetve felsé approximaciokhoz (C; és C,) — amit a kodtabla felépitésekor kap-
tunk a "betanitasi" részben —, valamint egy 6 pixelek kozotti fuzzy hasonlosagi
relaciot adunk at. A kép és a blokkok méretei szintén az eljaras bemenetei,
mint a korabbi eljarasoknél.

Az algoritmus a bemeneti képet a kodtabla felépitéséhez hasonléan blok-
kokra osztja (kiilon az also és fels§ approximaciokhoz), majd ezeket vektorra
alakitja, és mindegyiket Gsszeveti a megfelels (also vagy felsg) kodtabla vekto-
raival tavolsag alapjan. Kivalasztja a képhez rendelt vektorokhoz legkdzelebb
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esG vektort a kodtablatol, és annak sorszamat beteszi egy listaba. Mindezt
kiilon végezziik a bementi kép alsé és felsé approximécidira, igy két kimeneti
sorszamlista, N; és N, keletkezik.

6.2.5. Dekodolas

A dekodolas célja, hogy egy tomoritett képbdl visszaallitsuk az eredetit. A
tomoritett kép minddssze sorszamokat tartalmaz, ami a kodtablaban a meg-
felelg vektorra mutat (kiilon sorszamok tartoznak az also, és kiilon a felss
approximéaciohoz). Az algoritmus a sorszam alapjan kikeresi a kodtablabol
a hozza tartozd vektort, majd visszaalakitja blokka, és elhelyezi a képben.
Mivel a kétféle approximécié kiilon szerepel, igy eredményként ebben a fa-
zisban két "képet" kapunk. Az alsé és fels§ approximécios "kép" egymasnak
megfelel6 blokkjai egy-egy fuzzy durva halmaznak felelnek meg, jellje ezt
(B, B). Mivel az adott blokk mellé¢ potencialisan més blokkok keriilnek, mint
a kodtabla készitésekor, igy minden blokkon kiviili p pixelre B(p) = 0 és
B(p) =1.

A pixelek kozotti fuzzy hasonlosagi relacié blokkon beliil ugyanaz, mint a
kodtabla készitésekor és kodolaskor, tehat a tavolsagon alapul. Most mind-
egyik pixelhez kiszamoljuk annak alsé és fels6 approximéciéjat az egész képre
vonatkozoan. Ez megfelel annak a lépésnek a 73] cikkben talalhaté mod-
szerben, amikor a négy ablakhoz tartoz6 durva fuzzy halmazt 6sszeszorozzuk
(6.1.4. szakasz). Itt viszont fuzzy durva halmazok vannak, és nem négyet
szorzunk 6ssze, hanem annyit, ahédny képpontbol all a kép.

Jelolje a kép pixeleinek halmazét I, a p € I pixel blokkjat pedig B,. A
keletkez6 fuzzy durva halmazpart a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg:

pel
Maga a (6.3) képletben talalhatd szorzéas viszont némileg egyszertisodik.
Egyrészt azért, mert ugyanazt a 6 fuzzy hasonlosagi relaciot valasztottuk
mindegyik pixelhez — ez lehetne eltérd, ha a koordinatédktol vagy a fényerds-
ségtol (szinértéktol) is fiiggne a hasonlosagi relacio. Igy a képletben szerepls
o relacio megegyezik a 6 relacioval. Masrészt a p € I képpontokra felirt

I(p) = N\ {o(p.q) > (B,() ® B,(0)) | g € I},
I(p) = \/ {o(r,a) ©By(a) © Byla) | g € T}

képletek leegyszertisddnek a B, blokkon kiviili ¢ elemek esetén, hiszen B, (q) =
0 és B,(q) = 1 miatt B,(q) ® B, () = B,(q) és Bylq) ©B,(a) = B,(q). Blok-
kon beliili elemekre ez az egyszertsités nem végezhets el. Viszont amennyiben
® a minimum ¢-norma és ¢ a maximum t-konorma, ugy a blokkon beliili ¢
pixelre B, (q) ® B,(q) = B,(q) ¢s B,(q) ® By(q) = B,(q), de itt azért, mert
B, = B,. Miutan kiszdmoltuk, hogy a visszaallitott képben mi lenne egy-
egy pixel also és fels6 approximacioja, lokalis folytonossagot feltételezve azok

(6.10)
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atlagaként megkapjuk a visszaéllitott kép egy pixelét:

I(p) = l(p);rf(p)_

A dekodolas pszeudokodjat mutatja a 7. Algoritmus. Bemenetként a
szokasos kép- és blokkdimenzidkon tul megkapja az alsé és fels§ approximaci-
okhoz tartozo kodtablakat (C; és C,). Tovabba megkapja a toméritett képet
két sorszamlista (N és N,) formajaban. N tartalmazza a kép pixeleinek also
approximacioihoz tartozé blokksorszamokat C;-bél; N, pedig a kép pixeleinek
fels6 approximacioihoz tartozé blokksorszamok listajat C,-bol.

7. Algoritmus: Kép dekddolésa.
DEKODOL(C;,C,, N, Ny, 0, W, H, w, h)
Input: C; — az als6é approximaciokhoz tartozo kédtabla;
C, — a fels6 approximaciokhoz tartozé kodtabla;
N, — als6 approximacios blokksorszamok listaja
N, — fels6 approximécios blokksorszamok listaja;
0 — a pixelek kozotti fuzzy hasonlosagi relacio;
W — a kép szélessége;
H — a kép magassaga;
w — egy blokk szélessége;
h — egy blokk magassaga.
Output: I — a dekodolt (visszaallitott) kép.
B, + 0
Bl — (Z)
foreach n; € NV, do
v + az n; sorszamu blokk N;-bél
B + BLOKKA ALAKIT2(v,w, h)
B,.ADD(B))
I’ + BLOKKOKBOL KEP(B,, W, H,w,h)
end
I’ + BLOKKOKBOL KEP(B, W, H,w,h)
foreach n, € N, do
v « az n, sorszamu blokk N,-bé&l
B, + BLOKKA ALAKIT2(v,w,h)
B.,.ADD(B,)
end
I’ +~ BLOKKOKBOL KEP(B,, W, H,w, h)
foreach p € I do
I(p) < /\1 {0(p.q) > (L(p) © L'(q))}

I(p) + q/\ {0(p,q) ©T'(p) ©T'(q)}

qel 3
[(p> « l(p);I(P)
end
return /
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Az algoritmus elGszor végighalad az alsé approximacios sorszamokon. Mind-
egyikre kiolvassa az als6 approximéciokhoz tartozo kodtablabol az adott sor-
szamu vektort, majd blokka alakitja azt, és elhelyezi egy listaban (5;). Az igy
kapott blokklistat visszalakitja képpé, igy megkapjuk a I’ koztes alsd appro-
ximaciot a képhez. Ugyanezt elvégezziik a fels6 approximéacios sorszamokra
is, és megkapunk egy koztes fels6 approximaciot (I’) is. Ezek még nem az
eredeti kép also, illetve fels6 approximéciodinak felelnek meg, ugyanis még nem
végeztiik el a szorzést. A 6.10. képleteket felhasznalva kiszamoljuk a szor-
zatot, amivel mar a visszaallitott kép also és felsé approximaciojat kapjuk —
ezeket atlagolva szamolhato ki a helyreallitott kép.

6.2.6. A javasolt eljaras kiértékelése

Az algoritmus teszteléséhez és kiértékeléséhez elkészitettem Petrosino és Fe-
rone algoritmusanak [73] és az altalam javasolt tovabbfejlesztésnek az imple-
mentaciojat. A megvalositast C#-ban készitettem, a kapcsolodo teszteket a
Microsoft COCO: Common Objects in Context [50] adathalmaz 2017-es cim-
kézetlen képeinek (2017 Unlabeled images) részhalmazat feldolgozva végeztem
el.

Blokkmeéretnek 4 x 4-et valasztottam mindkét esetben, az altalam javasolt
modszernél pedig ezenfeliil a hagyoményos euklideszi téavolsagot hasznaltam,
f-nak pedig a 6.8 képletben talalhato fiiggvényt alkalmaztam w = 0.75 érték-
kel.

A visszaallitott kép mingségének mérésére a csics jel-zaj viszonyt (PSNR,
peak signal-to-noise ratio) hasznaltam, ami egy altalanosan hasznalt mérd-
szam a jelfeldolgozasban [28]. Legyen a kép szélessége w, magassaga h, a kép
y-adik sordnak x-edik pixelének értékét jelolje a ¢ € {R, G, B} szincsatornan
I.(z,y), ugyanezt a tomoritett képben pedig jelolje C.(x,y). A gyakorlatban
szokés az eltérés mértékét az dtlagos négyzetes hibdval (MSE, mean squared
error) szamszertsiteni:

MSE—

Z ZZ o(w,y) = Celz,y))". (6.11)

cE{R =0y

Ekkor a jel-zaj viszonyt (decibelben) az alabbi képlet hatarozza meg:

(6.12)

2
PSNR =10 -log,, (MAX )

MSE

ahol M AX jel('jli az adott pixel egy szincsatornéjéban a lehetséges érté—

s st

malis értékét). A feldolgozott képek esetén 8 bites csatornakrol van szo, igy
MAX =28 —1 = 255. Minél kozelebb &ll az eredeti képhez a tomorités utan
helyreallitott kép, a PSNR értéke annal nagyobb.
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A tesztek sorédn az adathalmazbol véletlenszerten kivalasztottam 6t kii-
16nb6z6 képet: ebbdl négyet a kodtabla felépitéséhez hasznaltam, egyet pe-
dig az igy kapott modell segitségével tomoritettem, és visszaallitottam. Ezt
megismételtem 20-szor. Tomoritéshez Petrosino és Ferone eredeti modszerét,
valamint az altalam javasolt, tovabbfejlesztett modszert hasznaltam. Vannak
més fuzzy alapi tomoritési eljarasok is, de a kezdeti kisérleteim azt mutattak,
amire az eredeti modszer megalkotoi is jutottak [73]-ben: maés ilyen eljara-
soknal jobban teljesit a modszer. Igy azokkal mar nem vetettem Gssze a sajat
algoritmusom. A kapott PSNR értékeket a 6.1. tablazat mutatja. Ebbdl le-
olvashato, hogy az esetek tulnyomo tobbségében az 1j algoritmus jobb PSNR
értéket produkal, tehat a visszaallitott kép jobban hasonlit az eredetihez az 1]
eljarast hasznalva. Mindossze egyetlen olyan teszt volt (a tablazatban a 13-as
futtatési sorszammel rendelkezik), ahol Petrosino és Ferone eredeti modszere
jobb PSNR-t adott — azonban ekkor is csak kicsivel jobbat.

Futtatas PSNR PSNR Futtatas PSNR PSNR
sorszama | (régi modszer) (uj modszer) sorszama | (régi modszer) (4j modszer)

1 28.2225 29.9399 11 24.9529 28.8005

2 25.2634 29.2819 12 19.3297 21.8729

3 24.7308 27.1482 13 31.4335 31.3789

4 23.8007 27.4343 14 20.3734 25.8441

5 21.9129 26.3070 15 28.4270 29.8161

6 24.8420 28.6957 16 25.1752 27.4108

7 20.5667 24.1792 17 22.2726 25.7903

8 26.8563 31.5673 18 20.5832 24.4854

9 30.9175 34.9920 19 25.2152 28.1125

10 27.7519 30.6260 20 25.5951 27.8098
Osszesitett PSNR-érték a javasolt ij médszerrel: 27.1310
Osszesitett PSNR-érték a régi médszerrel: 23.7300

6.1. tablazat. A tesztek soran kapott PSNR értékek 6sszehasonlitasa.

Az bsszesitett PSNR érték kiszamitésa nem egyszertd atlagolassal tortént.
Mivel a mérészam logaritmikus skalan mozog, igy a helyes aggregalt értéket
akkor kapjuk meg, ha a 6.12. képletben az MSE helyére a négyzetes hibak
atlagat irjuk. Masképp ugy lehet tekinteni erre, hogy a 20 kép Osszes pixe-
lére szamolunk egyetlen PSNR, értéket. A jovGben szeretnék egy atfogébb
kisérletsorozatot végrehajtani, amelyben megvizsgalom, hogy a paraméterek,
a tavolsagfiiggvény, a fuzzy relacié valtoztatasa milyen hatassal van az ered-
ményre.

6.3. V. TEzIS

Kialakitottam egy fuzzy durva halmazokon alapul6é képtomoritési
eljarast egy durva fuzzy halmazokon alapulé korabbi médszer to-
vabbfejlesztésével. Az altalam javasolt procedira mar az altalano-
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sabb fuzzy durva halmazokat veszi alapul, amihez altalanositottam
a durva fuzzy halmazokon végzett szorzas miiveletét is. A régi és az
aj eljarast is implementaltam, valamint 6sszevetettem a keletkezd
tomoritett képek mindségét tobb tesztfuttatas soran. Az eredmé-
nyek alapjan az altalam javasolt mdédszer konzisztens moédon olyan
tomoritett képet eredményezett, amelynek PSNR értéke altalaban
jobb.

Tézishez tartozo publikacioim: [S2, S3|

Az értekezés készitése soran mesterséges intelligencia altal tamogatott eszkozoket is
igénybe vettem forditési segitségként (pl. Google Translate, DeepL, ChatGPT).
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7.1. OSSZEFOGLALAS ES KUTATAS IRANYOK

A kutatasaim sorédn a durva halmazok modelljének altaldnosabb véltozatait
vizsgaltam f6ként haloelméleti szempontbol. Az egyik altalanositott modellt
a multigranuléris durva halmaz koncepci6jabol kapjuk, amikor az approxima-
ciok meghatarozasahoz nem egyetlen ekvivalenciarelécié tartozik, hanem tobb
is. Ebbdl kiindulva kétféle megkozelitést is elemeztem haldoelméleti szempont-
bol: az optimista és a pesszimista valtozatot. A koherens relaciok fogalmat
altalanositottam n relaciora kétféleképpen, majd a kapott feltételek segitsé-
gével beazonositottam, hogy az optimista és a pesszimista multigranuléris
durva halmazok, mikor alkotnak teljes halot vagy akar teljesen disztributiv
halot. Mivel altalanos esetben a multigranularis durva halmazok csak rész-
benrendezett halmazok, nem feltétleniil halok, igy vizsgaltam az optimista
multigranularis durva halmazok &ltal alkotott rendezési struktira Dedekind—
MacNeille-kiterjesztését is. Ismertettem tovabba néhany alkalmazast is az
informacios rendszerek és az ajanlorendszerek teriiletérdl.

A durva halmazok modelljének és a fuzzy halmazok modelljének vegyi-
tésére tobbféle megkozelités 1étezik attol fiiggden, hogy a referenciahalmazt
vagy az approximacios teret (az alaprelaciot) fuzzyként kezeljiik. Elgszor azt
az esetet elemeztem, amikor a referenciahalmaz éles, az approximécios tér vi-
szont fuzzy. Megvizsgaltam, hogy a fuzzy also6 és fels§ approximaciok magja
vagy tartdja hogyan viszonyul a fuzzy alapreldcié magja vagy tartoja altal
szarmaztatott (hagyoméanyos) also és fels§ approximéciokhoz. Megmutattam
tovabba, hogy az éles referenciahalmazzal rendelkezé fuzzy durva halmazok
haldja izomorf a fuzzy relacié magja altal szarmaztatott durva halmazok halo-
javal. Tovabba megmutattam, hogy ilyen tipusi fuzzy durva halmazok esetén
az egzakt fuzzy halmazok megegyeznek a szarmaztatd fuzzy relacio tartdja-
nak egzakt halmazaival, pontosabban az el6bbi tagségi fliggvénye egyezik meg
az utobbi karakterisztikus fliggvényével.

A durva fuzzy halmazok esetén az approximacios tér éles, a referenciahal-
maz pedig fuzzy. Ennél egy altalanosabb esetet vizsgaltam, ugyanis nemcsak
a [0,1] halmazon vizsgaltam a keletkez$ algebrai struktirat, hanem altala-
nosabban egy L halon. Megmutattam, hogy az £ C U x U ekvivalenciare-
lacio altal indukalt durva L-fuzzy halmazok esetén az L halo tulajdonsagai
atoroklsdnek az ezekbdl képzett RF (U, L) héalora: ha L egy pszeudokomple-
mentumos, (L,) osztalyba tartozé halo, akkor RF (U, L) is pszeudokomple-
mentumos, és ugyanabba az osztalyba tartozik; ha L Heyting-algebra, akkor
RF(U, L) is Heyting-algebra; ha L egy De Morgan-algebra struktirajat veszi
fel, akkor RF (U, L)-en is indukalhaté De Morgan-algebra, és forditva. Ezek
a tulajdonsagok lényegében annak kévetkezményei, hogy RF (U, L) izomorf
a L% és L halok egy speciélis szubdirekt szorzataval. Vizsgaltam ezenfe-
lil, hogy a durva L-fuzzy halmazok hal6jan mikor definialhaté haromértékd
Lukasiewicz-algebra, kapcsolatot teremtettem a durva L-fuzzy halmazok és
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a durva relaciok kozott, és kiilon kidolgoztam, hogy L = [0, 1] esetén mi-
lyen tulajdonsagokkal rendelkezik RF (U, [0, 1]]). Megmutattam azt is, hogy
a durva L-fuzzy halmazok haloja a ZF (U, L) intervallumértéki fuzzy halma-
zok halojanak egy teljes részhalojat alkotja. Tovabbé megfogalmaztam egy
reprezentacios tételt arra vonatkozoan, hogy egy (f,g) L-fuzzy halmazpar

Az altalanosabb fuzzy durva halmaz modell esetén az approximacios tér
is és a referenciahalmaz is fuzzy. Az als6 és fels6 approximéciokhoz kap-
csoloddan definidltam két kvazirendezést. A belgliik szarmaztatott ekviva-
lenciarelaciok segitségével megadtam a fuzzy durva halmazok reprezentacios
tételét, amely meghatarozza, hogy egy fuzzy halmazpar milyen feltételek tel-
jestilése esetén felel meg egy fuzzy durva halmaznak. A kvazirendezések és
a bel6liik szarmaztatott ekvivalenciarelaciok tulajdonsagait szintén részlete-
sen targyaltam. Ezenfeliil olyan feltételeket is megfogalmaztam, amelyeknek
a teljesiilése magéval vonja, hogy a fuzzy durva halmazok hélot alkotnak,
tovabba vizsgaltam annak tulajdonsagait.

Bemutattam ezeken feliil egy képtomoritési alkalmazast is, ami egy 2009-
ben publikalt modszer |73| tovabbfejlesztett véaltozata. Az eredeti eljaras a
durva fuzzy halmazok modelljén alapszik, amit tulajdonképpen jellemz&kinye-
résre hasznal, majd a kapott jellemz6vektorokon végrehajt egy kvantalast. A
kép visszaéllitdsa a durva fuzzy halmazokon értelmezett szorzas miivelete se-
gitségével torténik. Az altalam javasolt modszer az altalanosabb fuzzy durva
halmazmodellt veszi alapul, ahol mar nemcsak maga a pixel tekinthetd fuzzy
halmaznak a fényerdssége (szinértéke) altal, hanem a pixelek kozotti téavolsag
is meghataroz egy fuzzy hasonlésagi relaciot. Az eljaras a pixelekhez meg-
hatarozott fuzzy also és fels6 approximaciokat blokkonként egy-egy vektorba
helyezi el, majd ezen a vektorhalmazon hajt végre egy redukciot (kvantalast).
A dekodolas soran pedig egy altaldnosabb, fuzzy durva halmazokon értelme-
zett szorzasmiiveletet hasznalok. A tesztfuttatasok azt mutattdk, hogy az
altalam javasolt algoritmus esetén a tomoritett kép mindsége a PSNR érték
alapjan konzisztens médon jobbnak bizonyult. A jov6ben szeretnék atfogdébb
teszteket is végezni, ami vizsgélja, hogy milyen hatassal van a képmingségre
példaul a paraméterek valtoztatasa, més tavolsagfiiggvény, vagy masik fuzzy
hasonlosagi relacié hasznalata.

A disszertacidban targyalt témakorok széamos kutatasi iranyvonalat fel-
tarnak. A jovGben szeretném jellemezni a rendezési strukturait a multigra-
nularis durva halmazok és a fuzzy halmazok kombinalt modelljeinek is. A
fuzzy durva halmazmodell esetén szeretném megvizsgalni annak lehetGségeit,
hogy mennyire lehet enyhiteni a jelenlegi eredményekhez felhasznalt véges-
ségi feltételeken. Amennyiben a fuzzy durva halmazok halot alkotnak, az
nem feltétleniil disztributiv. Igy nyitott kérdés tovabba az is, hogy az alta-
lanosabb keretrendszerben a fuzzy durva halmazok milyen feltételek mellett
disztributivak. A multigranularis témakornél targyalt alkalmazasi lehet&sé-
geket szeretném jobban kidolgozni, valamint javaslatot tenni a fuzzy modsze-
rekkel kombinélt valtozatra. Tovabba szeretnék egyéb alkalmazési lehet&sé-
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geket is vizsgalni, tobbek kozott a dontéselméleti durva halmazok [111] és a
jatékelméleti durva halmazok [32] altalanosabb (fuzzy és/vagy multigranulé-
ris) modelljeivel kapcsolatban. A bemutatott képtomoritési eljarast pedig az
id6dimenzié bevonésaval szeretném Kkiterjeszti vide6tomoritésre is.

110



7. OSSZEFOGLALAS

7.2. TEZISEK

I. TEZIS

Megvizsgaltam az optimista és pesszimista multigranularis durva
halmazok rendezési struktarait. Megallapitottam, hogy mikor al-
kotnak teljes halot, valamint teljesen disztributiv halét. Megmu-
tattam, hogy az optimista multigranularis durva halmazok névekvé
reprezentiaci6ja megegyezik a Dedekind—MacNeille-kiterjesztéssel.
Meghataroztam, hogy a pesszimista, illetve az optimista multigra-
nularis durva halmazok milyen feltételek mellett alkotnak teljesen
disztributiv regularis dupla Stone-halot. (Ilyen halét alkotnak a
klasszikus Pawlak-féle durva halmazok is.)

Tézishez tartozo publikacioim: [S7, S6, S5|

II. TEzZ1S

Megmutattam, hogy egy dualisan jolrendezett spektrumiu fuzzy ha-
sonlosagi relacion értelmezett, éles referenciahalmazokra vonatko-
z6 fuzzy durva halmazok haldja teljes halot alkot, ami izomorf a
fuzzy relaci6 magjan értelmezett durva halmazok haléjaval. Meg-
vizsgaltam a kapcsolatot az ilyen tipusa fuzzy durva halmazok alsé,
illetve fels6 approximaciéjanak tartéja és magja, valamint a fuzzy
relacié tartéjan, illetve magjan értelmezett approximaciok kozott.
Bizonyitottam, hogy a fuzzy hasonlésagi relacié tartéjanak egzakt
halmazai — pontosabban azok karakterisztikus fiiggvényei — meg-
egyeznek az egzakt fuzzy durva halmazokkal (éles referenciahalmaz
mellett).

Tézishez tartozo publikacioim: [S8, S4]

III. TEz1s

Kijelentettem és bizonyitottam egy reprezentacios tételt, ami meg-
hatarozza, hogy egy L-fuzzy halmazpar mikor alkot durva L-fuzzy
halmazt egy adott (éles) approximaciés térben. Kapcsolatot te-
remtettem a durva L-fuzzy halmazok és a durva relaciok kozott.
Megmutattam, hogy milyen tulajdonsagok orokl6dnek az L halérél
a durva L-fuzzy halmazok hal6jara. Megadtam, hogy milyen fel-
tételek ekvivalensek azzal, hogy a durva L-fuzzy halmazok haléja
haromértéki Lukasiewicz-algebrat alkosson.

Tézishez tartozo publikaciom: [S10]
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IV. TEZ1S

Az Altalanosabb keretrendszerben — tehat fuzzy approximacios tér-
ben és fuzzy referenciahalmaz esetén — kijelentettem és bizonyitot-
tam egy reprezenticios tételt, amely megadja, hogy véges érték-
készletili fuzzy hasonlosagi relacié esetén milyen feltételek mellett
alkot fuzzy durva halmazt egy fuzzy halmazpar. A konstruktiv bi-
zonyitasban egy eljarast is megadok, amivel elGallithat6é az a fuzzy
halmaz, aminek als6 és felsé approximacidéja megegyezik az adott
fuzzy halmazparral. Ezenfeliil meghataroztam olyan feltételeket,
amelyek mellett a fuzzy durva halmazok halét, illetve teljes halot
alkotnak.

Tézishez tartozo publikacioim: [S9, S1|

V. TEzIs

Kialakitottam egy fuzzy durva halmazokon alapulé képtomoritési
eljarast egy durva fuzzy halmazokon alapulé korabbi mdédszer to-
vabbfejlesztésével. Az altalam javasolt procedira mar az altalano-
sabb fuzzy durva halmazokat veszi alapul, amihez altalanositottam
a durva fuzzy halmazokon végzett szorzas miiveletét is. A régi és az
04j eljarast is implementaltam, valamint Osszevetettem a keletkezs
tomoritett képek mindségét tobb tesztfuttatas soran. Az eredmé-
nyek alapjan az altalam javasolt mdédszer konzisztens moédon olyan
tomoritett képet eredményezett, amelynek PSNR értéke altalaban
jobb.

Tézishez tartozo publikacioim: [S2, S3|
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8.1. SUMMARY AND FUTURE RESEARCH DIRECTIONS

In my research, I studied more general variants of the rough set model pri-
marily from a lattice-theoretic perspective. One of the generalized models
arises from the concept of multigranular rough sets, where approximations
are determined not by a single equivalence relation but by multiple ones. I
analyzed two approaches from a lattice-theoretic viewpoint: the optimistic
and the pessimistic variants. I generalized the notion of coherent relations
to n relations in two different ways, and using the resulting conditions, I
identified when the optimistic and pessimistic multigranular rough sets form
a complete lattice, or even a completely distributive lattice. Furthermore,
since multigranular rough sets, in general, are only partially ordered sets and
not necessarily lattices, I also investigated the Dedekind—MacNeille completi-
on of the order structure formed by the optimistic multigranular rough sets.
I also presented several applications in the fields of information systems and
recommender systems.

There exist several approaches to combining the rough set model with the
fuzzy set model, depending on whether the reference set or the approxima-
tion space (the underlying relation) is treated as fuzzy. I first analyzed the
case where the reference set is crisp but the approximation space is fuzzy. I
examined how the core or support of fuzzy lower and upper approximations
relate to the (traditional) lower and upper approximations derived from the
core or support of the underlying fuzzy relation. I also showed that the lattice
of fuzzy rough sets with a crisp reference set is isomorphic to the lattice of
rough sets derived from the core of the fuzzy relation. Furthermore, I pro-
ved that in the case of such fuzzy rough sets, the exact fuzzy sets coincide
with the exact sets of the support of the fuzzy relation, more precisely, the
membership function of the former matches the characteristic function of the
latter.

In the case of rough fuzzy sets, the approximation space is crisp while the
reference set is fuzzy. I examined a more general case, since I considered the
resulting algebraic structure not only on the [0, 1] interval but on a lattice
L. T showed that in the case of rough L-fuzzy sets induced by an equivalence
relation F C U x U, the properties of lattice L are inherited by RF (U, L):
if L is a pseudocomplemented lattice belonging to class (L,,), then RF (U, L)
is also pseudocomplemented and belongs to the same class; if L is a Hey-
ting algebra, then RF (U, L) is also a Heyting algebra; if L has the structure
of a De Morgan algebra, then a De Morgan algebra can also be induced on
RF(U, L), and vice versa. These properties essentially follow from the fact
that RF(U, L) is isomorphic to a special subdirect product of the lattices
L and L. T also investigated under what conditions a three-valued Lukasi-
ewicz algebra can be defined on the lattice of rough L-fuzzy sets, established
connections between rough L-fuzzy sets and rough relations, and elaborated
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on the specific properties of RF (U, [0,1]). T also showed that the lattice of
rough L-fuzzy sets forms a complete sublattice of ZF (U, L), i.e. the lattice
of interval-valued fuzzy sets. Additionally, I formulated a representation the-
orem that characterizes when a pair of L-fuzzy sets (f,g) corresponds to the
lower and upper approximations of a fuzzy set.

In a more general fuzzy rough set model, both the approximation space
and the reference set are fuzzy. Based on the lower and upper approxima-
tions, I defined two quasi-orders. Using the equivalence relations derived from
them, I provided a representation theorem for fuzzy rough sets that charac-
terizes the conditions under which a pair of fuzzy sets corresponds to a fuzzy
rough set. I also discussed the properties of the quasi-orders and the derived
equivalence relations in detail. Moreover, I formulated conditions whose sa-
tisfaction implies that the fuzzy rough sets form a lattice, and I studied its
properties.

In addition, I presented an image compression application, which is an
improved version of a method published in 2009 [73]. The original procedure
is based on the model of rough fuzzy sets, which is essentially used for feature
extraction, then quantization is applied to the obtained feature vectors. The
image reconstruction is carried out using the product defined on rough fuzzy
sets. The method I proposed is based on the more general fuzzy rough set
model, in which not only the pixel itself is considered a fuzzy set (by its
brightness or color value), but the distance between pixels also defines a
fuzzy similarity relation. The procedure places the fuzzy lower and upper
approximations determined for each pixel into a vector for each block, then
performs a reduction (quantization) on this set of vectors. During decoding,
I use a more general product defined on fuzzy rough sets. The test runs
demonstrate that the quality of the compressed image is consistently better
using my proposed method in terms of PSNR value. In the future I would
like to perform more extensive testing, where I examine the effect of changing
the parameters, the distance function or the fuzzy similarity relation.

The topics discussed in the dissertation reveal several directions for further
research. In the future, I would like to characterize the order structures
of combined models of multigranular rough sets and fuzzy sets. Regarding
the fuzzy rough set model, I intend to investigate the extent to which the
finiteness assumptions used in the current results can be relaxed. If the fuzzy
rough sets form a lattice, it is not necessarily distributive. Thus, it remains
an open question under what conditions fuzzy rough sets are distributive.
I also plan to further elaborate on the application possibilities discussed for
multigranular rough sets and propose a variant combined with fuzzy methods.
Additionally, I would like to explore other potential applications, including
generalized (fuzzy and/or multigranular) models of decision-theoretic rough
sets [111] and game-theoretic rough sets [32]. Finally, I aim to extend the
presented image compression method to video compression by incorporating
the time dimension.
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8.2. THESES

I. THESIS

I investigated the order structures of optimistic and pessimistic
multigranular rough sets. 1 determined under what conditions
they form complete lattices and completely distributive lattices. I
showed that the increasing representation of optimistic multigranu-
lar rough sets coincides with the Dedekind—MacNeille completion.
I identified the conditions under which pessimistic and optimistic
multigranular rough sets form a completely distributive regular do-
uble Stone lattice. (The classical Pawlakian rough sets also form
such a lattice.)

My publications concerning this thesis: [S7, S6, S5|

II. THESIS

I showed that the lattice of fuzzy rough sets with crisp reference
sets and defined over a fuzzy similarity relation with a dually well-
ordered spectrum forms a complete lattice, which is isomorphic to
the lattice of rough sets defined over the core of the fuzzy rela-
tion. I examined the relationship between the support and core
of the lower and upper approximations of such fuzzy rough sets,
and the approximations defined over the support and core of the
fuzzy relation. I proved that the exact sets of the support of the
fuzzy similarity relation—more precisely, their characteristic func-
tions—coincide with the exact fuzzy rough sets (with a crisp refe-
rence set).

My publications concerning this thesis: [S8, S4]

I11. THESIS

I stated and proved a representation theorem that characterizes
when a pair of L-fuzzy sets corresponds to a rough L-fuzzy set over
a given (crisp) approximation space. I established a connection
between rough L-fuzzy sets and rough relations. I demonstrated
which properties of lattice L are inherited by the lattice of rough
L-fuzzy sets. I provided equivalent conditions for the lattice of ro-
ugh L-fuzzy sets to form a three-valued Lukasiewicz algebra.

My publications concerning this thesis: [S10]
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8. SUMMARY

IV. THESIS

In the more general framework—mnamely, with a fuzzy approxima-
tion space and fuzzy reference sets—I stated and proved a repres-
entation theorem that specifies the conditions under which a fuzzy
set pair corresponds to a fuzzy rough set, assuming a fuzzy simil-
arity relation with a finite range. In the constructive proof I also
provided the method to determine a fuzzy set whose lower and up-
per approximations match the given fuzzy set pair. Additionally,
I determined the conditions under which fuzzy rough sets form a
lattice, or even a complete lattice.

My publications concerning this thesis: [S9, S1]

V. THESIS

I developed an image compression procedure based on fuzzy rough
sets as an improvement of a previously proposed method based on
rough fuzzy sets. The procedure I propose is based on the mo-
re general fuzzy rough set model, for which I also generalized the
product defined over rough fuzzy sets. I implemented both the old
and the new method, and I compared the quality of the compressed
image in multiple test runs. According to the results, my propos-
ed method consistently outperforms the original method, generally
resulting in a compressed image with better PSNR value.

My publications concerning this thesis: [S2, S3]
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