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1. Kutatási feladat összefoglalása

A doktori értekezésben a durva halmazokon alapuló általánosabb modellekkel
foglalkozom, amelyben azok hálóelméleti tulajdonságait és alkalmazási lehe-
tőségeit tárgyalom. Tudományos szempontból a durva halmazok elmélete
rengeteg lehetőséget rejt magában. Bár az alapmodellt az elmúlt évtizedek-
ben átfogó módon elemezték, megjelentek azonban általánosított változatok
is, amelyek új kutatási irányokat nyitottak meg. Az általánosabb modellek
rendezési struktúráinak vizsgálata egy olyan kutatási résnek számított, ami-
nek a betöltéséhez hozzá tudtam járulni a kutatásommal. A multigranuláris
halmazok esetén például szinte alig volt korábban olyan hálóelméleti elemzés,
ami a kettőnél több ekvivalenciarelációval definiált esetet vizsgálta volna. A
fuzzy halmazokkal kombinált durva halmazok esetén pedig még nem vizsgál-
ták részletesen azt, hogy milyen esetekben alkotnak hálót, teljes hálót, illetve
milyen algebrai-logikai struktúrákat tudunk definiálni rajtuk.

Ezenfelül a durva halmazok tárgyköre a gyakorlati alkalmazhatóság szem-
pontjából is szerteágazó lehetőségeket nyújt. A durva halmazokat korábban
sikeresen alkalmazták már adatfeldolgozásra, képfeldolgozásra, adatbányásza-
ti célokra és neurális hálók bemenetének előfeldolgozására. A disszertációban
is tárgyalt általánosabb durvahalmaz-modellek nemcsak újszerű alkalmazá-
soknak nyitnak kaput, de a meglévő alkalmazások továbbfejlesztésének is.
Továbbá mind az elmélet, mind a gyakorlati alkalmazások szempontjából fon-
tos ismerni, hogy a vizsgált modellek milyen tulajdonságokkal rendelkeznek.
Ez összefügg azzal, hogy milyen logikai megközelítést alkalmazhatunk.

A kutatásom során célom volt tehát a durva halmazok általánosabb mo-
delljeinek hálóelméleti vizsgálata és alkalmazási lehetőségek meghatározása.
Az egyik ilyen általánosabb modellt a multigranuláris durva halmazok kon-
cepciója adja, amelynek két változatát (optimista és pesszimista) vizsgáltam.
A rendezési struktúrák elemzése során azt tűztem ki célul, hogy meghatároz-
zam, hogy a multigranuláris durva halmazok mikor alkotnak hálót, és ez a
háló mikor rendelkezik bizonyos hasznos tulajdonságokkal, továbbá optimista
esetben vizsgálom a Dedekind–MacNeille-kiterjesztést is.

Az általánosabb modellek elemzésére egy másik irányt a fuzzy halmazok-
kal való kombinációk jelentették, aminek háromféle változatát vizsgáltam.
Célom volt meghatározni, hogy milyen feltételek mellett rendelkezik a hagyo-
mányos durvahalmaz-struktúra tulajdonságaival az a modell, amikor a refe-
renciahalmaz éles (hagyományos) halmaz, az approximációs tér pedig fuzzy.
Ebben az esetben azt is elemeztem, hogy a modellben szereplő fuzzy hal-
mazok és fuzzy relációk egzakt (definiálható) halmazai hogyan viszonyulnak
egymáshoz, továbbá a tartók és magok közötti kapcsolatot is meghatároztam.

A fordított esettel – amikor a referenciahalmaz fuzzy, és az approximációs
tér éles – pontosabban annak egy általánosabb változatával, a durva L-fuzzy
halmazokkal is foglalkoztam. Itt egyrészt annak meghatározását tűztem ki
célul, hogy milyen tulajdonságok öröklődnek az L hálóról a durva L-fuzzy
halmazokra, valamint mikor alkotnak háromértékű Łukasiewicz-algebrát. A
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1. Kutatási feladat összefoglalása

terveim között szerepelt egy reprezentációs tétel bizonyítása is, amely meg-
adja, hogy egy fuzzy halmazpár mikor alkot durva L-fuzzy halmazt.

Az előző két – fuzzy halmazokkal kombinált – általánosabb forma elemzési
előkészítették a még általánosabb modell vizsgálatát, ahol a referenciahalmaz
és az approximációs tér egyaránt fuzzy. Ehhez a modellhez célom volt kije-
lenteni és bizonyítani egy reprezentációs tételt arra vonatkozóan, hogy milyen
feltételeket kell teljesíteni egy fuzzy halmazpárnak, hogy fuzzy durva halmazt
alkossanak. Továbbá meghatároztam egy olyan feltételrendszert is, amelyek
mellett a fuzzy durva halmazok hálót, illetve teljes hálót alkotnak.

Végül célom volt egy alkalmazást kifejleszteni a fuzzy durva halmazokra.
Ehhez egy képtömörítési eljárást dolgoztam ki, ami egy korábbi módszer nagy
léptékű továbbfejlesztése az általánosabb fuzzy durva halmaz modell felhasz-
nálásával. A tömörített kép minőségére vonatkozó PSNR mérőszámot alapul
véve az általam javasolt algoritmust össze is vetettem a korábbi módszerrel –
az új eljárás konzisztens módon jobb eredményt produkált a korábbinál.
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2. Vizsgálatok leírása

A durva halmazok általánosabb modelljeinek vizsgálatához a részbenrende-
zett halmazok elméletét, valamint algebrai, hálóelméleti eszközöket használ-
tam. Ezeket részletezem a következő három alfejezetben, az utolsó alfejezet-
ben pedig a képtömörítési eljáráshoz szükséges előismereteket, az elvégzett
tesztekhez felhasznált eszközök, ismeretek rövid leírását tárgyalom.

2.1. Hálóelméleti áttekintés

A hálóelméleti, algebrai alapfogalmakat több könyv is összefoglalja, ezek közül
a témakörhöz legrelevánsabb koncepciókat többnyire a [20], a [16] és a [9]
könyvek alapján mutatom be. Legyen U egy alaphalmaz, ϱ ⊆ U × U pedig
egy rajta értelmezett homogén bináris reláció (a továbbiakban egyszerűen
reláció). Kétféleképpen is jelölhetjük, hogy az a, b ∈ U elemek ϱ relációban
állnak egymással: (a, b) ∈ ϱ vagy infix jelöléssel aϱb. Azt mondjuk, hogy
a ϱ reláció egy részbenrendezés, ha reflexív, tranzitív és antiszimmetrikus.
Egy relációt ekvivalenciarelációnak nevezünk, ha reflexív, szimmetrikus és
tranzitív. Az előzőeknél egy-egy tulajdonságot elhagyva kaphatunk néhány új
fogalmat. A reflexív és tranzitív relációkat kvázirendezésnek, míg a reflexív és
szimmetrikus relációkat toleranciának nevezzük. Legyen most P egy halmaz,
≤ pedig egy rajta értelmezett részbenrendezés. Ekkor a (P,≤) struktúrát
részbenrendezett halmaznak nevezzük.

Ha egy (L,≤) részbenrendezett halmazban bármely két a, b ∈ L elem-
nek létezik infimuma, inf{a, b} (legnagyobb alsó korlátja) és szuprémuma,
sup{a, b} (legkisebb felső korlátja), akkor azt mondjuk, hogy (L,≤) egy háló.
Ha L bármely A ⊆ L részhalmazának létezik infimuma, inf A és szuprémuma,
supA, akkor (L,≤) egy teljes háló. Hálóban az a, b ∈ L elemek infimumát
és szuprémumát szoktuk rendre a ∧ b és a ∨ b módon is jelölni. Hasonlóan
az A ⊆ L halmaz infimumát és szuprémumát rendre

∧
A és

∨
A jelöli. Azt

mondjuk, hogy az (L,≤) háló disztributív, ha bármely a, b, c ∈ L elemre az
alábbi két (egymással ekvivalens) tulajdonság teljesül:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c),

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Ha egy L teljes hálóban bármely kettősen indexelt xi,j ∈ L elemekre (i ∈
I, j ∈ J és I, J ̸= ∅) teljesül, hogy

∧
i∈I

(∨
j∈J

xi,j

)
=

∨
f : I→J

(∧
i∈I

xi,f(i)

)
, (2.1)

akkor azt mondjuk, hogy L teljesen disztributív háló.
Az L háló pszeudokomplementumos háló, ha van legkisebb eleme (0 ∈ L),

és bármely x ∈ L esetén egyértelműen létezik egy x∗ ∈ L elem, amire x∧z = 0
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2. Vizsgálatok leírása

pontosan akkor teljesül, ha z ≤ x∗. Ekkor az x∗ elemet az x pszeudokomp-
lementumának nevezzük. Ha az L disztributív pszeudokomplementumos há-
lóban minden x ∈ L esetén teljesül, hogy x∗ ∨ x∗∗ = 1, akkor L egy Stone-
háló. Ha az L hálónak van legnagyobb eleme (1 ∈ L), akkor az x+ ∈ L
elemet az x ∈ L elem duális pszeudokomplementumának nevezzük, amennyi-
ben x ∨ z = 1 pontosan akkor teljesül, ha z ≥ x+. Ha az L hálónak egyaránt
van legkisebb és legnagyobb eleme, valamint minden elemének van pszeudo-
komplementuma és duális pszeudokomplementuma, akkor L duplán pszeudo-
komplementumos háló. Amennyiben L egy duplán pszeudokomplementumos
Stone-háló, és az is teljesül, hogy minden x ∈ L esetén x+∧x++ = 0, úgy azt
mondjuk, hogy L egy dupla Stone-háló. Az L duplán pszeudokomplementu-
mos háló reguláris, ha minden x, y ∈ L elemre x∗ = y∗ és x+ = x+ esetén
x = y teljesül.

2.2. Durva halmazok elmélete

A durva halmazok fogalmát Zdzisław Pawlak vezette be [66]. A fogalom mö-
götti motiváció, hogy az egyes objektumokkal kapcsolatos hiányos ismerete-
ket kezelni tudjuk. Az információ hiányossága miatt előfordulhat, hogy egyes
objektumok között nem tudunk különbséget tenni. Az eredeti durvahalmaz-
modellben ezt egy ekvivalenciareláció, méghozzá egy úgynevezett megkülön-
böztethetetlenségi reláció reprezentálja, ami azt modellezi, hogy a rendelke-
zésünkre álló információk alapján mely elemeket nem vagyunk képesek meg-
különböztetni egymástól. Az évek során a durvahalmaz-modellt több meg-
közelítéssel is általánosították és kiterjesztették. A durva halmazok fejlődé-
sének első évtizedéről áttekintést ad a [69] mű, további kutatási irányokat és
alkalmazásokat pedig a [70] cikk említ. Eredetileg Pawlak azt feltételezte,
hogy ez a reláció ekvivalencia, de később több más relációtípussal definiált
durvahalmaz-modell is a vizsgálat tárgyát képezte [75, 92, 36, 40, 42, 38, 48,
49, 109]. Az egyik általánosítási irány, hogy ekvivalencia helyett más típu-
sú bináris relációt használunk, például kvázirendezéseket vagy toleranciákat
[109, 38, 40].

A durva halmaz a hagyományos (éles vagy crisp) halmazfogalom kiterjesz-
tésével keletkezik, ami figyelembe veszi, hogy a rendelkezésünkre álló tudás
általában nem teljes és sok esetben bizonytalan.

Legyen az A halmaz részhalmaza az U alaphalmaznak és legyen E ⊆ U×U
egy ekvivalenciareláció. Az (U,E) párt approximációs térnek nevezzük, ami-
ben az A halmaz alsó, illetve felső approximációját (közelítését) a következő-
képpen definiálhatjuk:

AE = {x ∈ U | [x]E ⊆ A}, AE = {x ∈ U | [x]E ∩ A ̸= ∅}, (2.2)

ahol [x]E az x ∈ U elemhez tartozó ekvivalenciaosztály. Az U részhalmazain
értelmezhetünk egy ≡ ekvivalenciarelációt a következőképpen:

Az A,B ⊆ U halmazokra A ≡ B ⇔ AR = BR és AR = BR.
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2. Vizsgálatok leírása

Az (U,E) approximációs térben az A ⊆ U halmazhoz tartozó durva halmazt
az (AE, A

E) párral azonosítjuk.
Az E ekvivalencia osztályainak uniójaként kapott halmazokat E-definiál-

ható halmaznak, vagy egzakt halmaznak nevezzük. Itt érdemes megjegyezni,
hogy ha A egy E-definiálható halmaz, akkor AE = AE = A.

Ekvivalenciareláció helyett tetszőleges R ∈ U×U relációra értelmezhetjük
az approximációs operátorokat:

AR = {x ∈ U | R(x) ⊆ A}, AR = {x ∈ U | R(x) ∩ A ̸= ∅}, (2.3)

ahol x ∈ U esetén R(x) = {y ∈ U | (x, y) ∈ R}. Ekvivalencia esetén
R(x) = [x]R. Az U alaphalmazon és R relációra értelmezett durva halma-
zok összességét RS(U,R) jelöli, amin a komponensenkénti tartalmazás által
értelmezhető egy részbenrendezés:

(AR, A
R) ≤ (BR, B

R) ⇔ AR ⊆ BR és AR ⊆ BR. (2.4)

Általánosságban véve (RS(U,R),≤) egy részbenrendezett halmaz, aminek a
legkisebb eleme (∅, ∅), legnagyobb eleme pedig (U,U).

Az összes alsó approximáció halmazát P(U)R, az összes felső approximáció
halmazát pedig P(U)R jelöli. Ismert, hogy P(U)R és P(U)R duálisan izomorf
hálók, továbbá az is, hogy amennyiben R egy kvázirendezés, úgy P(U)R,
P(U)R és RS(U,R) teljesen disztributív hálók.

2.1. Tétel ([76, 14]). Az E ∈ U × U ekvivalenciareláció esetén
(RS(U,E),∨,∧,∼, (∅, ∅), (U,U)) egy reguláris dupla Stone-hálót alkot.

2.3. Fuzzy halmazok és fuzzy relációk

A fuzzy halmazok elméletét Lotfi Zadeh vezette be [112]. Az A fuzzy halmazt
a µA : U −→ [0, 1] tagsági függvénnyel tudjuk megadni. Az x ∈ U elemre
nézve a µA(x) = 1 tagsági érték azt jelenti, hogy az x elem teljes mértékkel
beletartozik A-ba, míg a µA(x) = 0 tagsági érték azt jelenti, hogy az x elem
nulla mértékkel tartozik A-ba. Azt mondjuk, hogy az A fuzzy halmaz véges
értékkészletű, ha az (éles) {µA(x) | x ∈ U} halmaz véges. Az U alaphalmazon
értelmezett fuzzy halmazok összességét jelölje F(U).

Az U alaphalmazon értelmezett R (bináris) fuzzy reláció egy U×U halma-
zon értelmezett fuzzy halmaz, tehát a tagsági függvénye µR : U ×U → [0, 1].
Azt mondjuk, hogy az R fuzzy relációnak véges értékkészlete van, ha az értékei
által meghatározott {µR(x, y) | x, y ∈ U} (éles) halmaz véges.

A későbbiekben a jelölések egyszerűsítése érdekében előfordulhat, hogy
egy fuzzy halmazra vagy fuzzy relációra csak a tagsági függvényével hivat-
kozom, pl. az f : U → [0, 1] fuzzy halmaz, a θ : U × U → [0, 1] fuzzy
reláció.

Egy fuzzy hasonlósági reláció (más néven fuzzy ekvivalenciareláció) egy
reflexív, szimmetrikus és tranzitív fuzzy reláció. Fuzzy relációk esetén a ref-
lexív tulajdonság azt jelenti, hogy µR(x, x) = 1 minden x ∈ U esetén, a szim-
metria pedig azt, hogy µR(x, y) = µR(y, x) minden x, y ∈ U esetén. Eleinte
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2. Vizsgálatok leírása

akkor neveztek egy R fuzzy relációt tranzitívnak, ha min(µR(x, y), µR(y, z)) ≤
µR(x, z) teljesült minden x, y, z ∈ U esetén [113]. Később ezt a fogalmat ál-
talánosították a t-normák alkalmazásával [99]. A ([0, 1],≤) hálóban a ∼ x :=
1− x műveletet definiálva egy teljesen disztributív Kleene-algebrát kapunk.

A háromszögnorma (röviden t-norma) egy olyan monoton növekvő, kom-
mutatív és asszociatív T : [0, 1]2 −→ [0, 1] leképezés, amelyre minden x ∈
[0, 1] esetén teljesül, hogy T (1, x) = T (x, 1) = x. A T t-normát pozitívnak
nevezzük [5], ha x, y > 0 esetén T (x, y) > 0. A µR : U

2 −→ [0, 1] fuzzy reláció
T -tranzitív, ha

T (µR(x, y), µR(y, z)) ≤ µR(x, z), minden x, y, z ∈ U esetén.

Ha az R fuzzy reláció reflexív és T -tranzitív, akkor fuzzy T -kvázirendezésnek
nevezzük. Ha az R fuzzy reláció reflexív, szimmetrikus és T -tranzitív, akkor
T -ekvivalenciának, vagy fuzzy T -hasonlósági relációnak nevezzük. Amikor
T (x, y) = min(x, y), akkor szokás simán fuzzy hasonlósági relációnak is ne-
vezni. Jól ismert, hogy a minimumnorma egy pozitív t-norma, amellyel a
korábbi tranzitivitási fogalmat kapjuk. Minden T t-norma kielégíti minden
x ∈ L esetén, hogy T (x, 0) = T (0, x) = 0.

A T t-normát (balról) folytonosnak nevezzük [25], ha függvényként balról
folytonos a szokásos [0, 1]2 intervallumtopológiában. Szokás még a t-normákat
infix módon is jelölni, például a ⊙ : [0, 1]2 −→ [0, 1] t-norma esetén ⊙(x, y)
helyett írhatjuk, hogy x⊙ y.

Az ⊕ háromszög-konorma (röviden t-konorma) [84] egy kommutatív, asszo-
ciatív és monoton növekvő bináris művelet a [0, 1] intervallumon, amely min-
den x ∈ [0, 1] esetén kielégíti, hogy 0⊕x = x⊕0 = x. A ⊕ t-konorma (balról)
folytonos [25], ha függvényként balról folytonos a szokásos topológiában.

2.4. Képtömörítéssel kapcsolatos tesztek

Az általam javasolt képtömörítési algoritmus teszteléséhez és kiértékeléséhez
elkészítettem Petrosino és Ferone algoritmusának [73] és az általam javasolt
továbbfejlesztésnek az implementációját. A megvalósítást C#-ban készítet-
tem, a kapcsolódó teszteket a Microsoft COCO: Common Objects in Context
[50] adathalmaz 2017-es címkézetlen képeinek (2017 Unlabeled images) rész-
halmazát feldolgozva végeztem el.

A visszaállított kép minőségének mérésére a csúcs jel-zaj viszonyt (PSNR,
peak signal-to-noise ratio) használtam, ami egy általánosan használt mérő-
szám a jelfeldolgozásban [28]. Legyen a kép szélessége w, magassága h, a kép
y-adik sorának x-edik pixelének értékét jelölje a c ∈ {R,G,B} színcsatornán
Ic(x, y), ugyanezt a tömörített képben pedig jelölje Cc(x, y). A gyakorlatban
szokás az eltérés mértékét az átlagos négyzetes hibával (MSE, mean squared
error) számszerűsíteni:

MSE =
1

3 · w · h
∑

c∈{R,G,B}

w∑
x=0

h∑
y=0

(Ic(x, y)− Cc(x, y))
2 . (2.5)
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2. Vizsgálatok leírása

Ekkor a jel-zaj viszonyt (decibelben) az alábbi képlet határozza meg:

PSNR = 10 · log10
(
MAX2

MSE

)
, (2.6)

ahol MAX jelöli az adott pixel egy színcsatornájában a lehetséges érté-
kek számát (más szavakkal a színcsatorna bináris reprezentációjának maxi-
mális értékét). A feldolgozott képek esetén 8 bites csatornákról van szó, így
MAX = 28 − 1 = 255. Minél közelebb áll az eredeti képhez a tömörítés után
helyreállított kép, a PSNR értéke annál nagyobb.
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3. Tudományos eredmények

3.1. Multigranuláris durva halmazok

3.1.1. Elméleti áttekintés

A durva halmazok modelljére lehet úgy tekinteni, hogy egyetlen szakértő vé-
leményét tükrözi arról, hogy melyek a megkülönböztethetetlen elemek. A
multigranuláris durva halmazok modellje ezzel szemben jelentheti azt, hogy
egy halmaz approximációinak meghatározásakor egy szakértő értékelése he-
lyett több szakértő megállapítását is figyelembe vesszük. Így az objektumok
megkülönböztethetetlenségét nem csak egyetlen ekvivalenciareláció fogja ki-
fejezni. Ennek modellezésére két elterjedt megközelítést adnak az optimista
és a pesszimista multigranuláris durva halmaz modellek.

Legyenek P1, P2, . . . , Pn ekvivalenciarelációk az U alaphalmazon. Ekkor az
A ⊆ U halmaz úgynevezett optimista alsó közelítését [78] a következőképpen
definiáljuk:

A∑n
i=1 Pi

= {x ∈ U | P1(x) ⊆ A vagy P2(x) ⊆ A vagy ... vagy Pn(x) ⊆ A} .
(3.1)

Az A halmaz optimista felső közelítése:

A
∑

Pi = {x ∈ U | P1(x) ∩ A ̸= ∅ és ... és Pn(x) ∩ A ̸= ∅} , (3.2)

A tömörség és olvashatóság érdekében a továbbiakban a
∑

Pi jelölést hasz-
nálom a

∑n
i=1 Pi helyett. Legyen továbbá P(U)

∑
Pi és P(U)∑Pi

az összes
optimista felső és összes optimista alsó közelítés halmaza U -n.

A pesszimista alsó és felső közelítéseket a
⋃n

i=1 Pi toleranciarelációt fel-
használva az 2.3. képlet segítségével adjuk meg.

3.1.2. Főbb eredmények

A kutatásom során definiáltam az alábbi feltételeket a P1, P2, ..., Pn ⊆ U ×U
ekvivalenciarelációkra.

(⋆) Minden x ∈ U esetén létezik olyan kx ∈ {1, 2, ..., n}, amelyre Pkx(x) ⊆
Pi(x) teljesül minden i ∈ {1, 2, ..., n} esetén.

(⋆)d Minden x ∈ U esetén létezik kx ∈ {1, ..., n} úgy, hogy Pi(x) ⊆ Pkx(x)
minden i ∈ {1, ..., n} esetén.

(Si)
∣∣∣∣( n⋂

i=1

Pi

)
(x)

∣∣∣∣ = 1 ⇒ létezik olyan k ∈ {1, 2, ..., n}, amire |Pk(x)| = 1.

Ezeket felhasználva az alábbi állításokat bizonyítottam.

3.1. Állítás. Legyenek P1, ..., Pn olyan ekvivalenciarelációk az U alaphalma-
zon, amelyek kielégítik a (⋆) feltételt. Ekkor RS (

∑
Pi) egy teljesen disztribu-

tív reguláris dupla Stone-háló.
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3. Tudományos eredmények

3.2. Állítás. Ha P1, P2, ..., Pn ekvivalenciarelációk az U alaphalmazon, ame-
lyek teljesítik a (⋆)d feltételt, akkor

⋃
Pi egy ekvivalenciareláció.

3.3. Következmény. Legyenek P1, P2, ..., Pn ekvivalenciarelációk az U alap-
halmazon, amelyek kielégítik (⋆)d feltételt. Ekkor RS (

⋃
Pi) egy teljesen diszt-

ributív reguláris dupla Stone-háló.

3.4. Tétel. Legyenek P1, P2, ...Pn ekvivalenciarelációk az U alaphalmazon,
amelyek kielégítik a (Si) feltételt. Ekkor RS (

∑
Pi) egy teljes háló.

Ezenfelül definiáljuk a
∑

Pi-durva halmazok növekvő reprezentációját az
alábbi módon:

IRS(
∑

Pi) ={
(A,B) ∈ P(U)∑Pi

× P(U)
∑

Pi | A ⊆ B és (B \ A) ∩

(
n⋃

i=1

Si

)
= ∅

}
.

Ezzel kapcsolatban az alábbi tételt bizonyítottam.

3.5. Tétel. RS (
∑

Pi) Dedekind–MacNeille-kiterjesztése IRS (
∑

Pi).

Továbbá néhány segédtétel és a korábbi állítások felhasználásával kijelen-
tettem és igazoltam az alábbi állítást.

3.6. Állítás. Az alábbi állítások ekvivalensek:

(a) IRS (
∑

Pi) disztributív;

(b) P(U)∑Pi
és P(U)

∑
Pi disztributívak;

(c) P1, P2, ..., Pn kielégítik a (⋆) feltételt;

(d) P(U)∑Pi
és P(U)

∑
Pi Alexandroff-topológiát alkotnak;

(e) RS (
∑

Pi) egy teljesen disztributív reguláris dupla Stone-háló.

3.1.3. Újdonság és hasznosíthatóság

A szakirodalomban korábban kevésbé vizsgálták részletesen a multigranuláris
durva halmazok rendezési struktúráit általánosan, azaz n ≥ 2 ekvivalenciare-
láció esetén. Az n = 2 esetre vonatkozó eredmények [41] általánosítása tetsző-
leges n esetére nagyban hozzájárul a tudományág elősegítésére, lehetőséget
nyit még általánosabb esetek feldolgozására. Ezeken felül nemcsak a további
elméleti elemzés, hanem gyakorlati alkalmazhatóság szempontjából is fontos
volt megvizsgálni, hogy milyen tulajdonságokkal rendelkeznek. A multigra-
nuláris durva halmazok modellje hasznosítható például az ajánlórendszerek
területén.
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3. Tudományos eredmények

3.1.4. I. Tézis

Megvizsgáltam az optimista és pesszimista multigranuláris durva
halmazok rendezési struktúráit. Megállapítottam, hogy mikor al-
kotnak teljes hálót, valamint teljesen disztributív hálót. Megmu-
tattam, hogy az optimista multigranuláris durva halmazok növekvő
reprezentációja megegyezik a Dedekind–MacNeille-kiterjesztéssel.
Meghatároztam, hogy a pesszimista, illetve az optimista multigra-
nuláris durva halmazok milyen feltételek mellett alkotnak teljesen
disztributív reguláris dupla Stone-hálót. (Ilyen hálót alkotnak a
klasszikus Pawlak-féle durva halmazok is.)

Tézishez tartozó publikációim: [S7, S6, S5]

3.2. Fuzzy durva halmazok éles referenciahalmazzal

3.2.1. Elméleti áttekintés

A durva halmazok elméletének bevezetése óta többféle megközelítést is java-
soltak a durva halmazok és a fuzzy halmazok elméletének kombinálására. A
kutatásom során a kombinált modellek közül először olyan fuzzy durva halma-
zokkal foglalkoztam, ahol az approximációs tér fuzzy, de a referenciahalmaz
éles.

Legyen (U,R) egy fuzzy approximációs tér, ahol U az alaphalmaz, és R
egy fuzzy hasonlósági reláció, amelyet egy µR : U2 −→ [0, 1] tagsági függvény
határoz meg. Legyen továbbá A ⊆ U egy éles halmaz. Az A alsó approximá-
cióját az alábbi tagsági függvény adja meg:

µ[A]R(x) = inf{1− µR(x, y) | y /∈ A},

míg az A felső approximációját a következő tagsági függvény határozza meg:

µ[A]R(x) = sup{µR(x, y) | y ∈ A}.

Az éles A halmazhoz tartozó fuzzy durva halmazt a (µ[A]R , µ[A]R) párként
definiálhatjuk. Ismert, hogy az (U,R) approximációs tér összes durva halmaza
hálót alkot, amely számos érdekes tulajdonsággal bír [76, 14, 23, 26].

Az SR := {µR(x, y) | x, y ∈ U} ⊆ [0, 1] halmazt R spektrumának nevez-
zük. Azt mondjuk, hogy az R fuzzy relációnak duálisan jólrendezett spektru-
ma van, ha SR minden nemüres részhalmazának van legnagyobb eleme.

Az R fuzzy hasonlósági relációra definiáljuk a következő éles ekvivalencia-
relációkat:

E := {(x, y) ∈ U2 | µR(x, y) = 1}, S = {(x, y) ∈ U2 | µR(x, y) > 0}.

Előbbit a fuzzy reláció magjának, utóbbit a tartójának nevezzük (fuzzy hal-
mazokra hasonlóan értelmezhető a fogalom).
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3. Tudományos eredmények

3.2.2. Főbb eredmények

A durva L-fuzzy approximációk tartóját és magját összefüggésbe hoztam az
approximációs tér R fuzzy ekvivalenciarelációjának tartójával, illetve magjá-
val – ehhez megfogalmaztam és bizonyítottam a következő lemmát.

3.7. Lemma. Bármely A ⊆ U halmazra teljesül, hogy

(i) AE = {x ∈ U | µ[A]R(x) = 1}, (ii) AE = {x ∈ U | µ[A]R(x) > 0},

(iii) AS = {x ∈ U | µ[A]R(x) > 0}, (iv) AS = {x ∈ U | µ[A]R(x) = 1}.

Az éles referenciahalmazzal rendelkező fuzzy durva halmazok részbende-
zett halmazát jelölje (RS(U,R),≤). Az R reláció E magjához tartozó (hagyo-
mányos) durva halmazok hálóját pedig jelölje (RS(U,E),≤). A kettő között
az alábbi tétellel és bizonyításával teremtettem kapcsolatot.

3.8. Tétel. Legyen R egy fuzzy ekvivalencia U-n, aminek duálisan jólren-
dezett spektruma van. Ekkor (RS(U,R),≤) egy teljes háló, ami izomorf
(RS(U,E),≤)-vel.

Ennek közvetlen következménye:

3.9. Következmény. Ha R egy fuzzy hasonlóság az U halmazon, amelynek
spektruma duálisan jólrendezett, akkor (RS(U,R),≤) egy teljesen disztributív
reguláris dupla Stone-háló.

Az egzakt halmaz fogalma általánosítható fuzzy durva halmazokra is. Az
(U,R) fuzzy approximációs térben egy fuzzy durva halmaz akkor egzakt, ha
minden x ∈ U elemre teljesül, hogy µ[A]R(x) = µ[A]R(x). A következő ál-
lítás írja le az egzakt fuzzy durva halmazok és a fuzzy hasonlósági reláció
tartóhalmaza közötti kapcsolatot (éles referenciahalmaz esetén).

3.10. Állítás. Legyen A az U alaphalmaz egy (éles) részhalmaza. Ekkor

µ[A]R(x) = µ[A]R(x) minden x ∈ U ⇔ AS = AS.

3.2.3. Újdonság és hasznosíthatóság

A fuzzy durva halmazok (akár éles, akár fuzzy referenciahalmazzal) hálóel-
méleti szempontból a szakirodalomban kutatási résnek számítottak, így az
eredmények újszerűek, és új utat nyitnak meg a témakör további vizsgálatá-
hoz. Annak vizsgálata, hogy az éles referenciahalmazokkal rendelkező fuzzy
halmazok mikor alkotnak teljesen disztributív reguláris dupla Stone-hálót,
azért hasznos, mert ekkor ugyanúgy viselkednek, mint a hagyományos durva
halmazok. Ez azzal jár továbbá, hogy ugyanolyan logikai struktúrák definiál-
hatók rajtuk, mint a durva halmazokon. Az elemzés az általánosabb elméleti
vizsgálatoknak is utat nyitott, méghozzá a fuzzy referenciahalmazzal rendel-
kező fuzzy durva halmazok analíziséhez, amivel a IV. Tézisben foglalkozom.
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3. Tudományos eredmények

3.2.4. II. Tézis

Megmutattam, hogy egy duálisan jólrendezett spektrumú fuzzy ha-
sonlósági reláción értelmezett, éles referenciahalmazokra vonatko-
zó fuzzy durva halmazok hálója teljes hálót alkot, ami izomorf a
fuzzy reláció magján értelmezett durva halmazok hálójával. Meg-
vizsgáltam a kapcsolatot az ilyen típusú fuzzy durva halmazok alsó,
illetve felső approximációjának tartója és magja, valamint a fuzzy
reláció tartóján, illetve magján értelmezett approximációk között.
Bizonyítottam, hogy a fuzzy hasonlósági reláció tartójának egzakt
halmazai – pontosabban azok karakterisztikus függvényei – meg-
egyeznek az egzakt fuzzy durva halmazokkal (éles referenciahalmaz
mellett).

Tézishez tartozó publikációim: [S8, S4]

3.3. Durva L-fuzzy halmazok

3.3.1. Elméleti áttekintés

A [0, 1] intervallumon felvett tagsági értékek helyett most a tagsági függvény
egy tetszőleges korlátos L hálón felveheti értékét. Legyen U egy nemüres
alaphalmaz, f : U → L egy L-fuzzy halmaz és E ⊆ U ×U egy ekvivalenciare-
láció U felett. Az f alsó közelítését f : U → L és felső közelítését f : U → L
az alábbiak szerint definiáljuk:

f(x) :=
∧

{f(y) | y ∈ [x]E}, x ∈ U, (3.3)

f(x) :=
∨

{f(y) | y ∈ [x]E}, x ∈ U, (3.4)

Az L-fuzzy halmazok összességét jelölje F(U,L), a durva L-fuzzy halma-
zok összességét pedig RF(U,L). F(U,L)-ről ismert, hogy teljes hálót alkot.

Az E (éles) ekvivalenciareláció egytagú ekvivalenciaosztályainak halmazát
jelölje S, azaz S := {s ∈ U | [s]E = {s}}.

Továbbá azt mondjuk, hogy az α : U → L leképezés konstans az E ek-
vivalenciaosztályain, (röviden E-konstans), ha minden x, y ∈ U elempárra
teljesül, hogy (x, y) ∈ E esetén α(x) = α(y).

Az (U1×U2, R) approximációs teret az (U1, R1) és (U2, R2) approximációs
terek direkt szorzatának nevezzük. Bármely ϱ ⊆ U1 × U2 reláció alsó és felső
approximációja (U1 × U2, R)-ben a szokásos módon definiálható.

A teljes L háló egy x ̸= 0 eleme teljesen egyesítés-irreducibilis, ha bármely
T ⊆ L-re x =

∨
T esetén x ∈ T . A teljesen egyesítés-irreducibilis elemek

halmazát J-vel jelöljük. Továbbá legyen △L := {(x, x) | x ∈ L}.
Bármely x ∈ L esetén legyen J(x) = {j ∈ J | j ≤ x} és A(x) = {a ∈ A |

a ≤ x}. Az L háló térszerű, ha bármely x ∈ L esetén x =
∨
J(x). Hasonlóan,

az L háló atomisztikus, ha bármely x ∈ L esetén x =
∨
A(x).
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3. Tudományos eredmények

3.3.2. Főbb eredmények

3.11. Tétel. Legyen U egy nemüres alaphalmaz, és legyen L egy teljes háló.
Az (f, g) L-fuzzy halmazpár, ahol f, g : U → L, pontosan akkor az E ⊆ U ×
U ekvivalenciareláció által származtatott durva L-fuzzy halmaz, ha az alábbi
feltételek teljesülnek:

(a) f és g konstans az E osztályain;

(b) f ≤ g;

(c) f(s) = g(s), minden s ∈ S esetén.

3.12. Tétel. Legyen E egy ekvivalenciareláció az U ̸= ∅ alaphalmazon, és
legyen L egy teljes, térszerű, disztributív háló. Ekkor RF(U,L) izomorf az
(U × J,R) approximációs tér zárt durva halmazainak hálójával, ahol R =

E ×△J .

A hálótulajdonságokra vonatkozóan az alábbi állításokat, tételeket fogal-
maztam meg, és bizonyítottam.

3.13. Állítás. Az L háló izomorf RF(U,L) egy főideáljával.

3.14. Következmény. RF(U,L) akkor és csakis akkor (teljesen) disztribu-
tív háló, ha L is (teljesen) disztributív. Speciális esetben: RF(U, [0, 1]) egy
teljesen disztributív háló.

3.15. Állítás. (i) A RF(U,L) háló akkor és csak akkor pszeudokomplemen-
tumos, ha L pszeudokomplementumos.
(ii) RF(U,L) akkor és csak akkor (Ln)-háló, ha L (Ln)-háló.
(iii) Ha L = (B,∨,∧,¬, 0, 1) egy Boole-háló, vagy L = ([0, 1],max,min),
akkor RF(U,L) egy Stone-algebra, ahol (f, g)∗(x) = (¬g(x),¬g(x)), illetve
(f, g)∗(x) = (g(x)∗, g(x)∗).

3.16. Tétel. Tegyük fel, hogy E ⊆ U × U különbözik az identitásrelációtól.
Ekkor a következő állítások ekvivalensek:
(i) RF(U,L) egy háromértékű Łukasiewicz-algebra, ahol ∇(f1, f2) := (f2, f2),
(f1, f2) ∈ RF(U,L).
(ii) RF(U,L) egy Nelson-algebra;
(iii) RF(U,L) egy Kleene-algebra;
(iv) L egy Boole-háló.

3.17. Állítás. Legyen E egy ekvivalenciareláció az U ̸= ∅ alaphalmazon,
és legyen L egy teljes, atomisztikus Boole-háló. Ekkor a (RF(U,L),∨,∧,≃
,∇, (0,0), (1,1)) háromértékű Łukasiewicz-algebra izomorf az (U×A,R) app-
roximációs térbeli (RS(U × A,R),∨,∧,∼,∇, (∅, ∅), (U,U)) durvahalmaz-al-
gebrájával, ahol R = E ×△A.
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3. Tudományos eredmények

3.3.3. Újdonság és hasznosíthatóság

A durva L-fuzzy halmazok hálóelméleti eszközökkel történő vizsgálata új el-
méleti eredményeket produkált, ami előkészíti az általánosabb eset vizsgála-
tát, amikor a referenciahalmaz és az approximációs tér egyaránt fuzzy. Továb-
bá számos hasznos tulajdonság öröklődik az L hálóról a durva L-fuzzy halma-
zokra, így az eredmények a jövőben a rajtuk értelmezhető logikai struktúrák
vizsgálatát is megkönnyíti.

3.3.4. III. Tézis

Kijelentettem és bizonyítottam egy reprezentációs tételt, ami meg-
határozza, hogy egy L-fuzzy halmazpár mikor alkot durva L-fuzzy
halmazt egy adott (éles) approximációs térben. Kapcsolatot te-
remtettem a durva L-fuzzy halmazok és a durva relációk között.
Megmutattam, hogy milyen tulajdonságok öröklődnek az L hálóról
a durva L-fuzzy halmazok hálójára. Megadtam, hogy milyen fel-
tételek ekvivalensek azzal, hogy a durva L-fuzzy halmazok hálója
háromértékű Łukasiewicz-algebrát alkosson.

Tézishez tartozó publikációm: [S10]

3.4. Fuzzy durva halmazok fuzzy referenciahalmazzal

3.4.1. Elméleti áttekintés

Az implikátor egy bináris művelet (leképezés) ▷ : [0, 1]2 → [0, 1], amely az első
változó szerint csökkenő, a második szerint növekvő, és kielégíti a következő
határfeltételeket:

0 ▷ 0 = 0 ▷ 1 = 1 ▷ 1 = 1 és 1 ▷ 0 = 0.

A ▷ egy határimplikátor, ha minden x ∈ [0, 1] esetén teljesül, hogy 1 ▷ x = x.
Legyen ⊙ egy t-norma, és ▷ egy határimplikátor a [0, 1] intervallumon.

3.18. Definíció. Ha (U, θ) egy fuzzy approximációs tér, akkor bármely f ∈
F(U) fuzzy halmazhoz rendelt θ(f) fuzzy alsó approximációt és θ(f) fuzzy
felső approximációt a következőképpen definiáljuk:

θ(f)(x) :=
∧

{θ(x, y) ▷ f(y) | y ∈ U}, minden x ∈ U esetén.

θ(f)(x) :=
∨

{θ(x, y)⊙ f(y) | y ∈ U}, minden x ∈ U esetén.

Az (θ(f), θ(f)) ∈ F(U)× F(U) párt az (U, θ) approximációs térben definiált
fuzzy durva halmaznak nevezzük.
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3.19. Definíció. Legyen (U, θ) egy fuzzy approximációs tér, a, b ∈ U és F =

θ(f), G = θ(g). Ekkor
(i) (a, b) ∈ R(F ) ⇔ F (a) = θ(a, b)⊙ F (b);
(ii) (a, b) ∈ ϱ(G) ⇔ G(a) = θ(a, b) ▷ G(b).

Tekintsük továbbá a következő két – E(F ) és ε(G) – ekvivalenciarelációt:

E(F ) := R(F ) ∩R(F )−1 és ε(G) := ϱ(G) ∩ ϱ(G)−1.

A (U, θ) fuzzy approximációs tér esetén bevezetjük a következő jelöléseket:

Fix(θ) = {f ∈ F(U) | θ(f) = f}, Fix(θ) = {f ∈ F(U) | θ(f) = f}.

Az elemzéshez megfogalmaztam többek között az alábbi feltételt is:

(ID) Legyen ⊙ egy balról folytonos t-norma és ▷ a belőle származó R-
implikátor; vagy legyen n egy involutív negátor, ⊕ egy t-konorma, amely
n-duálisa ⊙-nak, és ▷ az általuk meghatározott S-implikátor. Ha θ egy
⊙-tranzitív fuzzy reláció, akkor bármely f, g ∈ F(U) esetén teljesül,
hogy θ(θ(f)) = θ(f) és θ(θ(g)) = θ(g) [17, 54, 84].

3.4.2. Főbb eredmények

A fuzzy durva halmazok analízise során több lényeges állítást kijelentettem
és bizonyítottam. Ezek a kutatásom két fő eredményéhez vezettek. Az egyik
fő eredmény az alábbi reprezentációs tétel.

3.20. Tétel. Tegyük fel, hogy az (ID) feltételei teljesülnek, és legyen (U, θ) egy
fuzzy approximációs tér, ahol θ egy véges értékkészletű ⊙-hasonlósági reláció,
valamint F,G ∈ F(U). Ekkor (F,G) pontosan akkor egy véges értékkészle-
tű fuzzy halmazból származtatott fuzzy durva halmaz, ha az alábbi feltételek
teljesülnek:
(1) G ∈ Fix(θ), F ∈ Fix(θ), G ≤ F , továbbá F és G véges értékkészletűek;
(2) Ha E egy olyan maximális ε(G)-osztály, amelynek minden {a} ⊆ E eleme
egy maximális E(F )-osztály, akkor létezik olyan u ∈ E elem, amire G(u) =

F (u);
(3) Ha E egy olyan maximális E(F )-osztály, amelynek minden {a} ⊆ E

eleme egy maximális ε(G)-osztály, akkor létezik olyan v ∈ E elem, amire
G(v) = F (v).

A bizonyításban egy konstrukciót is megadtam egy olyan f fuzzy halmaz
megadására, amelyre F = θ(f), G = θ(f).

A hálóelméleti vizsgálat során pedig az alábbi tételt jelentettem ki, és
bizonyítottam.
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3.21. Tétel. Legyen θ : U × U → L egy hasonlósági reláció véges értékkész-
lettel, és tegyük fel, hogy x⊙ y = min(x, y), x ▷ y := max(n(x), y), és n egy
involutív negátor, amire n(L) ⊆ L.
(i) Ha a

∧
i∈I

fi,
∧
i∈I

θ(fi), fi ∈ F(U,L), i ∈ I fuzzy halmazok véges értékkész-

letűek, akkor a
(
θ(fi), θ(fi)

)
, i ∈ I fuzzy durva halmazok infimuma létezik

(FR(U,L),≤)-ben, és komponensei véges értékkészletűek.
(ii) (H,≤) = ({

(
θ(f), θ(f)

)
| f ∈ Ffr(U,L)},≤) egy háló.

(iii) Ha U vagy L véges, akkor (FR(U,L),≤) egy teljes háló.

3.4.3. Újdonság és hasznosíthatóság

A fuzzy referenciahalmazzal rendelkező fuzzy durva halmazok rendezési struk-
túrái a szakirodalomban kevésbé vizsgált területnek számított, így a kapcso-
lódó reprezentációs tétel és a hálóelméleti vizsgálat egyaránt új eredmények.
Az általánosabb eset vizsgálata lehetőséget ad további kutatási irányvona-
lak feltárására – az előző eredményekkel kombinálva megfelelő alapot adhat
például multigranuláris fuzzy durva halmazok vizsgálatának.

3.4.4. IV. Tézis

Az általánosabb keretrendszerben – tehát fuzzy approximációs tér-
ben és fuzzy referenciahalmaz esetén – kijelentettem és bizonyítot-
tam egy reprezentációs tételt, amely megadja, hogy véges érték-
készletű fuzzy hasonlósági reláció esetén milyen feltételek mellett
alkot fuzzy durva halmazt egy fuzzy halmazpár. A konstruktív bi-
zonyításban egy eljárást is megadok, amivel előállítható az a fuzzy
halmaz, aminek alsó és felső approximációja megegyezik az adott
fuzzy halmazpárral. Ezenfelül meghatároztam olyan feltételeket,
amelyek mellett a fuzzy durva halmazok hálót, illetve teljes hálót
alkotnak.

Tézishez tartozó publikációim: [S9, S1]

3.5. Fuzzy durva halmazok alkalmazása képtömörítésre

3.5.1. Elméleti háttér és előzmény

Petrosino és Ferone [73] durva fuzzy halmazokon alapuló képtömörítési mód-
szere alapvetően egy blokkos tömörítést valósít meg szürkeárnyalatos képeken.
A kép minden pixeléhez annak fényerőssége (luminosity) alapján rendel egy
fuzzy halmazt – így a fekete szín 0 tagsági értéknek, a fehér szín pedig 1 tag-
sági értéknek felel meg. Maga a módszer három fázisra bontható: kódtábla
felépítése, kódolás, dekódolás.
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A kódtábla felépítésére tekinthetünk úgy, mint egyfajta "betanításra". Ek-
kor az algoritmus feldolgoz néhány ismert képet. Először a képeket egyforma
méretű (pl. 4 × 4-es) blokkokra osztjuk, majd minden egyes blokkon végig-
csúsztatunk egy kisebb (pl. 2 × 2-es ablakot). A módszer néhány lépését a
3.1. ábra szemlélteti. Az ablakra úgy tekintünk, hogy adott lépésben ép-
pen egy (éles) ekvivalenciareláció egy osztályát mutatja. Erre az osztályra
kiszámoljuk az alsó és a felső approximációjához tartozó tagsági értékeket, és
elhelyezzük őket egy vektorba.

3.1. ábra. Blokkhoz tartozó vektor felépítése az ablak csúsztatásával.

A feldolgozás után a tanítóképek minden egyes blokkjához megkapjuk a
hozzá tartozó vektort. A keletkező vektorhalmaz alkotja a kódtáblát. Vi-
szont mivel ez nagyméretű lehet, ezért valamilyen vektorkvantálást célszerű
alkalmazni rá.

Miután a mögöttes modellt felépítettük, vagyis túl vagyunk a kódtáb-
la felépítésének fázisán, átadhatunk az algoritmusnak egy képet tömörítésre.
Ehhez először a kódtábla felépítéséhez is használt módon blokkokra osztjuk
a képet, és minden egyes blokkhoz kiszámoljuk a kapcsolódó vektort az is-
mertetett módon. Ezután megnézzük, hogy a blokkhoz melyik vektor áll a
legközelebb a kódtáblában, és a tömörített képbe csupán annak sorszámát
helyezzük.

Dekódolás során a tömörített képben tárolt sorszámok alapján kikeressük
a kódtáblából a megfelelő vektorokat az egyes blokkokhoz, majd rekonstruál-
juk a pixeleket. Egy adott pixelre tekinthetünk úgy, hogy négy olyan ekviva-
lenciareláció osztályainak metszete, amelyekben a mozgóablak sarka volt az
adott pixel.

A pixelhez a vektorból ki tudjuk olvasni a kapcsolódó négy ekvivalencia-
osztályhoz tartozó alsó és felső approximáció értékeket. Ezeket a durva fuzzy
halmazokon értelmezett szorzat felhasználásával összeszorozzuk, és megkap-
juk a képpont fényerősségének alsó és felső approximációját. Lokális folyto-
nosságot feltételezve ezek átlaga adja a dekódolt értéket.

3.5.2. Főbb eredmények

A módszer fő továbbfejlesztési lépése, hogy durva fuzzy halmazok helyett
fuzzy durva halmazokat használ – tehát az alkalmazott ekvivalenciareláció is
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fuzzy. Ehhez általánosítottam a durva fuzzy halmazokon értelmezett szorzás
műveletét a következőképpen:

3.22. Definíció. Legyenek θ1, θ2 : U × U → [0, 1] fuzzy hasonlósági re-
lációk. Legyen σ = inf{θ1, θ2}, továbbá legyenek (f, f) ∈ RF(U, θ1) és
(g, g) ∈ RF(U, θ2) fuzzy durva halmazok. Ekkor (f, f) és (g, g) szorzata
egy olyan (h, h) fuzzy durva halmaz az (U, σ) approximációs térben, amire

h(x) =
∧{

max(1− σ(x, y), f(y), g(y)) | y ∈ U
}
,

h(x) =
∨{

min(σ(x, y), f(y), g(y)) | y ∈ U
}
.

(3.5)

Az approximációs térhez valamilyen távolságfüggő fuzzy tagsági függ-
vénnyel megadott ekvivalenciarelációt célszerű választani, például q és r pi-
xelekre:

θ(q, r) = max (0, 1− w · d(q, r)) . (3.6)

A kódtábla felépítése és a kódolás során a 2× 2-es tolóablak helyett (ami
egy éles ekvivalenciarelációnak felel meg) a távolságfüggő θ fuzzy relációt
használjuk. A dekódolás során pedig a kép minden pixeléhez kapunk egy alsó
és egy felső approximációs értéket. Ezek viszont még nem az adott pixelhez
tartozó approximációk, ugyanis a szorzás műveletét végre kell még hajtani.
Ezután kapjuk csak meg a helyreállított kép pixeleinek alsó és felső approxi-
mációit, amiből átlagolással számíthatjuk ki a visszaállított pixel színét.

Mindkét módszert implementáltam, és a 2.6, képlet alapján számított
PSNR értékeket összehasonlítottam. Blokkméretnek 4 × 4-et választottam
mindkét esetben, az általam javasolt módszernél pedig ezenfelül a hagyomá-
nyos euklideszi távolságot használtam, θ-nak pedig a 3.6 képletben található
függvényt alkalmaztam w = 0.75 értékkel. A tesztek során az adathalmazból
véletlenszerűen kiválasztottam öt különböző képet: ebből négyet a kódtábla
felépítéséhez használtam, egyet pedig az így kapott modell segítségével tö-
mörítettem, és visszaállítottam. Ezt megismételtem 20-szor. Tömörítéshez
Petrosino és Ferone eredeti módszerét, valamint az általam javasolt, tovább-
fejlesztett módszert használtam.

A kapott PSNR értékeket a 3.1. táblázat mutatja. Ebből leolvasható,
hogy az esetek túlnyomó többségében az új algoritmus jobb PSNR értéket
produkál, tehát a visszaállított kép jobban hasonlít az eredetihez az új eljá-
rást használva. Mindössze egyetlen olyan teszt volt (a táblázatban a 13-as
futtatási sorszámmal rendelkezik), ahol Petrosino és Ferone eredeti módszere
jobb PSNR-t adott – azonban ekkor is csak kicsivel jobbat.
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3.1. táblázat. A tesztek során kapott PSNR értékek összehasonlítása.

3.5.3. Újdonság és hasznosíthatóság

Mivel a korábbi képtömörítési eljárás a durva fuzzy halmazokon alapult, így
a továbbfejlesztett algoritmus, ami fuzzy durva halmazokat és egy általáno-
sított szorzás műveletet használ, új eredményt szolgáltat. Az elvégzett kísér-
letek során tapasztalt javulás további vizsgálatok elvégzésére ad motivációt:
ugyanis fennáll a lehetősége annak, hogy jobb paraméterezéssel, esetleg más
távolságfüggvénnyel vagy fuzzy relációval a javulás fokozható.

3.5.4. V. Tézis

Kialakítottam egy fuzzy durva halmazokon alapuló képtömörítési
eljárást egy durva fuzzy halmazokon alapuló korábbi módszer to-
vábbfejlesztésével. Az általam javasolt procedúra már az általáno-
sabb fuzzy durva halmazokat veszi alapul, amihez általánosítottam
a durva fuzzy halmazokon végzett szorzás műveletét is. A régi és az
új eljárást is implementáltam, valamint összevetettem a keletkező
tömörített képek minőségét több tesztfuttatás során. Az eredmé-
nyek alapján az általam javasolt módszer konzisztens módon olyan
tömörített képet eredményezett, amelynek PSNR értéke általában
jobb.

Tézishez tartozó publikációim: [S2, S3]
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4.1. Összefoglalás és kutatás irányok

A kutatásaim során a durva halmazok modelljének általánosabb változatait
vizsgáltam főként hálóelméleti szempontból. Az egyik általánosított modellt
a multigranuláris durva halmaz koncepciójából kapjuk, amikor az approximá-
ciók meghatározásához nem egyetlen ekvivalenciareláció tartozik, hanem több
is. Ebből kiindulva kétféle megközelítést is elemeztem hálóelméleti szempont-
ból: az optimista és a pesszimista változatot. A koherens relációk fogalmát
általánosítottam n relációra kétféleképpen, majd a kapott feltételek segítsé-
gével beazonosítottam, hogy az optimista és a pesszimista multigranuláris
durva halmazok, mikor alkotnak teljes hálót vagy akár teljesen disztributív
hálót. Mivel általános esetben a multigranuláris durva halmazok csak rész-
benrendezett halmazok, nem feltétlenül hálók, így vizsgáltam az optimista
multigranuláris durva halmazok által alkotott rendezési struktúra Dedekind–
MacNeille-kiterjesztését is. Ismertettem továbbá néhány alkalmazást is az
információs rendszerek és az ajánlórendszerek területéről.

A durva halmazok modelljének és a fuzzy halmazok modelljének vegyí-
tésére többféle megközelítés létezik attól függően, hogy a referenciahalmazt
vagy az approximációs teret (az alaprelációt) fuzzyként kezeljük. Először azt
az esetet elemeztem, amikor a referenciahalmaz éles, az approximációs tér vi-
szont fuzzy. Megvizsgáltam, hogy a fuzzy alsó és felső approximációk magja
vagy tartója hogyan viszonyul a fuzzy alapreláció magja vagy tartója által
származtatott (hagyományos) alsó és felső approximációkhoz. Megmutattam
továbbá, hogy az éles referenciahalmazzal rendelkező fuzzy durva halmazok
hálója izomorf a fuzzy reláció magja által származtatott durva halmazok háló-
jával. Továbbá megmutattam, hogy ilyen típusú fuzzy durva halmazok esetén
az egzakt fuzzy halmazok megegyeznek a származtató fuzzy reláció tartójá-
nak egzakt halmazaival, pontosabban az előbbi tagsági függvénye egyezik meg
az utóbbi karakterisztikus függvényével.

A durva fuzzy halmazok esetén az approximációs tér éles, a referenciahal-
maz pedig fuzzy. Ennél egy általánosabb esetet vizsgáltam, ugyanis nemcsak
a [0, 1] halmazon vizsgáltam a keletkező algebrai struktúrát, hanem általá-
nosabban egy L hálón. Megmutattam, hogy az E ⊆ U × U ekvivalenciare-
láció által indukált durva L-fuzzy halmazok esetén az L háló tulajdonságai
átöröklődnek az ezekből képzett RF(U,L) hálóra: ha L egy pszeudokomple-
mentumos, (Ln) osztályba tartozó háló, akkor RF(U,L) is pszeudokomple-
mentumos, és ugyanabba az osztályba tartozik; ha L Heyting-algebra, akkor
RF(U,L) is Heyting-algebra; ha L egy De Morgan-algebra struktúráját veszi
fel, akkor RF(U,L)-en is indukálható De Morgan-algebra, és fordítva. Ezek
a tulajdonságok lényegében annak következményei, hogy RF(U,L) izomorf
a L[2] és L hálók egy speciális szubdirekt szorzatával. Vizsgáltam ezenfe-
lül, hogy a durva L-fuzzy halmazok hálóján mikor definiálható háromértékű
Łukasiewicz-algebra, kapcsolatot teremtettem a durva L-fuzzy halmazok és
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a durva relációk között, és külön kidolgoztam, hogy L = [0, 1] esetén mi-
lyen tulajdonságokkal rendelkezik RF(U, [0, 1]]). Megmutattam azt is, hogy
a durva L-fuzzy halmazok hálója a IF(U,L) intervallumértékű fuzzy halma-
zok hálójának egy teljes részhalóját alkotja. Továbbá megfogalmaztam egy
reprezentációs tételt arra vonatkozóan, hogy egy (f, g) L-fuzzy halmazpár
mikor felel meg egy fuzzy halmaz alsó és felső approximációjának.

Az általánosabb fuzzy durva halmaz modell esetén az approximációs tér
is és a referenciahalmaz is fuzzy. Az alsó és felső approximációkhoz kap-
csolódóan definiáltam két kvázirendezést. A belőlük származtatott ekviva-
lenciarelációk segítségével megadtam a fuzzy durva halmazok reprezentációs
tételét, amely meghatározza, hogy egy fuzzy halmazpár milyen feltételek tel-
jesülése esetén felel meg egy fuzzy durva halmaznak. A kvázirendezések és
a belőlük származtatott ekvivalenciarelációk tulajdonságait szintén részlete-
sen tárgyaltam. Ezenfelül olyan feltételeket is megfogalmaztam, amelyeknek
a teljesülése magával vonja, hogy a fuzzy durva halmazok hálót alkotnak,
továbbá vizsgáltam annak tulajdonságait.

Bemutattam ezeken felül egy képtömörítési alkalmazást is, ami egy 2009-
ben publikált módszer [73] továbbfejlesztett változata. Az eredeti eljárás a
durva fuzzy halmazok modelljén alapszik, amit tulajdonképpen jellemzőkinye-
résre használ, majd a kapott jellemzővektorokon végrehajt egy kvantálást. A
kép visszaállítása a durva fuzzy halmazokon értelmezett szorzás művelete se-
gítségével történik. Az általam javasolt módszer az általánosabb fuzzy durva
halmazmodellt veszi alapul, ahol már nemcsak maga a pixel tekinthető fuzzy
halmaznak a fényerőssége (színértéke) által, hanem a pixelek közötti távolság
is meghatároz egy fuzzy hasonlósági relációt. Az eljárás a pixelekhez meg-
határozott fuzzy alsó és felső approximációkat blokkonként egy-egy vektorba
helyezi el, majd ezen a vektorhalmazon hajt végre egy redukciót (kvantálást).
A dekódolás során pedig egy általánosabb, fuzzy durva halmazokon értelme-
zett szorzásműveletet használok. A tesztfuttatások azt mutatták, hogy az
általam javasolt algoritmus esetén a tömörített kép minősége a PSNR érték
alapján konzisztens módon jobbnak bizonyult. A jövőben szeretnék átfogóbb
teszteket is végezni, ami vizsgálja, hogy milyen hatással van a képminőségre
például a paraméterek változtatása, más távolságfüggvény, vagy másik fuzzy
hasonlósági reláció használata.

A disszertációban tárgyalt témakörök számos kutatási irányvonalat fel-
tárnak. A jövőben szeretném jellemezni a rendezési struktúráit a multigra-
nuláris durva halmazok és a fuzzy halmazok kombinált modelljeinek is. A
fuzzy durva halmazmodell esetén szeretném megvizsgálni annak lehetőségeit,
hogy mennyire lehet enyhíteni a jelenlegi eredményekhez felhasznált véges-
ségi feltételeken. Amennyiben a fuzzy durva halmazok hálót alkotnak, az
nem feltétlenül disztributív. Így nyitott kérdés továbbá az is, hogy az álta-
lánosabb keretrendszerben a fuzzy durva halmazok milyen feltételek mellett
disztributívak. A multigranuláris témakörnél tárgyalt alkalmazási lehetősé-
geket szeretném jobban kidolgozni, valamint javaslatot tenni a fuzzy módsze-
rekkel kombinált változatra. Továbbá szeretnék egyéb alkalmazási lehetősé-
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geket is vizsgálni, többek között a döntéselméleti durva halmazok [111] és a
játékelméleti durva halmazok [32] általánosabb (fuzzy és/vagy multigranulá-
ris) modelljeivel kapcsolatban. A bemutatott képtömörítési eljárást pedig az
idődimenzió bevonásával szeretném kiterjeszti videótömörítésre is.
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5.1. Summary and future research directions

In my research, I studied more general variants of the rough set model pri-
marily from a lattice-theoretic perspective. One of the generalized models
arises from the concept of multigranular rough sets, where approximations
are determined not by a single equivalence relation but by multiple ones. I
analyzed two approaches from a lattice-theoretic viewpoint: the optimistic
and the pessimistic variants. I generalized the notion of coherent relations
to n relations in two different ways, and using the resulting conditions, I
identified when the optimistic and pessimistic multigranular rough sets form
a complete lattice, or even a completely distributive lattice. Furthermore,
since multigranular rough sets, in general, are only partially ordered sets and
not necessarily lattices, I also investigated the Dedekind–MacNeille completi-
on of the order structure formed by the optimistic multigranular rough sets.
I also presented several applications in the fields of information systems and
recommender systems.

There exist several approaches to combining the rough set model with the
fuzzy set model, depending on whether the reference set or the approxima-
tion space (the underlying relation) is treated as fuzzy. I first analyzed the
case where the reference set is crisp but the approximation space is fuzzy. I
examined how the core or support of fuzzy lower and upper approximations
relate to the (traditional) lower and upper approximations derived from the
core or support of the underlying fuzzy relation. I also showed that the lattice
of fuzzy rough sets with a crisp reference set is isomorphic to the lattice of
rough sets derived from the core of the fuzzy relation. Furthermore, I pro-
ved that in the case of such fuzzy rough sets, the exact fuzzy sets coincide
with the exact sets of the support of the fuzzy relation, more precisely, the
membership function of the former matches the characteristic function of the
latter.

In the case of rough fuzzy sets, the approximation space is crisp while the
reference set is fuzzy. I examined a more general case, since I considered the
resulting algebraic structure not only on the [0, 1] interval but on a lattice
L. I showed that in the case of rough L-fuzzy sets induced by an equivalence
relation E ⊆ U × U , the properties of lattice L are inherited by RF(U,L):
if L is a pseudocomplemented lattice belonging to class (Ln), then RF(U,L)
is also pseudocomplemented and belongs to the same class; if L is a Hey-
ting algebra, then RF(U,L) is also a Heyting algebra; if L has the structure
of a De Morgan algebra, then a De Morgan algebra can also be induced on
RF(U,L), and vice versa. These properties essentially follow from the fact
that RF(U,L) is isomorphic to a special subdirect product of the lattices
L[2] and L. I also investigated under what conditions a three-valued Łukasi-
ewicz algebra can be defined on the lattice of rough L-fuzzy sets, established
connections between rough L-fuzzy sets and rough relations, and elaborated
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on the specific properties of RF(U, [0, 1]). I also showed that the lattice of
rough L-fuzzy sets forms a complete sublattice of IF(U,L), i.e. the lattice
of interval-valued fuzzy sets. Additionally, I formulated a representation the-
orem that characterizes when a pair of L-fuzzy sets (f, g) corresponds to the
lower and upper approximations of a fuzzy set.

In a more general fuzzy rough set model, both the approximation space
and the reference set are fuzzy. Based on the lower and upper approxima-
tions, I defined two quasi-orders. Using the equivalence relations derived from
them, I provided a representation theorem for fuzzy rough sets that charac-
terizes the conditions under which a pair of fuzzy sets corresponds to a fuzzy
rough set. I also discussed the properties of the quasi-orders and the derived
equivalence relations in detail. Moreover, I formulated conditions whose sa-
tisfaction implies that the fuzzy rough sets form a lattice, and I studied its
properties.

In addition, I presented an image compression application, which is an
improved version of a method published in 2009 [73]. The original procedure
is based on the model of rough fuzzy sets, which is essentially used for feature
extraction, then quantization is applied to the obtained feature vectors. The
image reconstruction is carried out using the product defined on rough fuzzy
sets. The method I proposed is based on the more general fuzzy rough set
model, in which not only the pixel itself is considered a fuzzy set (by its
brightness or color value), but the distance between pixels also defines a
fuzzy similarity relation. The procedure places the fuzzy lower and upper
approximations determined for each pixel into a vector for each block, then
performs a reduction (quantization) on this set of vectors. During decoding,
I use a more general product defined on fuzzy rough sets. The test runs
demonstrate that the quality of the compressed image is consistently better
using my proposed method in terms of PSNR value. In the future I would
like to perform more extensive testing, where I examine the effect of changing
the parameters, the distance function or the fuzzy similarity relation.

The topics discussed in the dissertation reveal several directions for further
research. In the future, I would like to characterize the order structures
of combined models of multigranular rough sets and fuzzy sets. Regarding
the fuzzy rough set model, I intend to investigate the extent to which the
finiteness assumptions used in the current results can be relaxed. If the fuzzy
rough sets form a lattice, it is not necessarily distributive. Thus, it remains
an open question under what conditions fuzzy rough sets are distributive.
I also plan to further elaborate on the application possibilities discussed for
multigranular rough sets and propose a variant combined with fuzzy methods.
Additionally, I would like to explore other potential applications, including
generalized (fuzzy and/or multigranular) models of decision-theoretic rough
sets [111] and game-theoretic rough sets [32]. Finally, I aim to extend the
presented image compression method to video compression by incorporating
the time dimension.
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5.2. Theses

I. Thesis

I investigated the order structures of optimistic and pessimistic
multigranular rough sets. I determined under what conditions
they form complete lattices and completely distributive lattices. I
showed that the increasing representation of optimistic multigranu-
lar rough sets coincides with the Dedekind–MacNeille completion.
I identified the conditions under which pessimistic and optimistic
multigranular rough sets form a completely distributive regular do-
uble Stone lattice. (The classical Pawlakian rough sets also form
such a lattice.)

My publications concerning this thesis: [S7, S6, S5]

II. Thesis

I showed that the lattice of fuzzy rough sets with crisp reference
sets and defined over a fuzzy similarity relation with a dually well-
ordered spectrum forms a complete lattice, which is isomorphic to
the lattice of rough sets defined over the core of the fuzzy rela-
tion. I examined the relationship between the support and core
of the lower and upper approximations of such fuzzy rough sets,
and the approximations defined over the support and core of the
fuzzy relation. I proved that the exact sets of the support of the
fuzzy similarity relation—more precisely, their characteristic func-
tions—coincide with the exact fuzzy rough sets (with a crisp refe-
rence set).

My publications concerning this thesis: [S8, S4]

III. Thesis

I stated and proved a representation theorem that characterizes
when a pair of L-fuzzy sets corresponds to a rough L-fuzzy set over
a given (crisp) approximation space. I established a connection
between rough L-fuzzy sets and rough relations. I demonstrated
which properties of lattice L are inherited by the lattice of rough
L-fuzzy sets. I provided equivalent conditions for the lattice of ro-
ugh L-fuzzy sets to form a three-valued Łukasiewicz algebra.

My publications concerning this thesis: [S10]

26



5. Summary

IV. Thesis

In the more general framework—namely, with a fuzzy approxima-
tion space and fuzzy reference sets—I stated and proved a repres-
entation theorem that specifies the conditions under which a fuzzy
set pair corresponds to a fuzzy rough set, assuming a fuzzy simil-
arity relation with a finite range. In the constructive proof I also
provided the method to determine a fuzzy set whose lower and up-
per approximations match the given fuzzy set pair. Additionally,
I determined the conditions under which fuzzy rough sets form a
lattice, or even a complete lattice.

My publications concerning this thesis: [S9, S1]

V. Thesis

I developed an image compression procedure based on fuzzy rough
sets as an improvement of a previously proposed method based on
rough fuzzy sets. The procedure I propose is based on the mo-
re general fuzzy rough set model, for which I also generalized the
product defined over rough fuzzy sets. I implemented both the old
and the new method, and I compared the quality of the compressed
image in multiple test runs. According to the results, my propos-
ed method consistently outperforms the original method, generally
resulting in a compressed image with better PSNR value.

My publications concerning this thesis: [S2, S3]
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