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1. KUTATASI FELADAT OSSZEFOGLALASA

A doktori értekezésben a durva halmazokon alapul6 altalanosabb modellekkel
foglalkozom, amelyben azok hal6elméleti tulajdonsagait és alkalmazasi lehe-
tGségeit targyalom. Tudomanyos szempontbdl a durva halmazok elmélete
rengeteg lehetdséget rejt magaban. Bar az alapmodellt az elmilt évtizedek-
ben atfog6 moédon elemezték, megjelentek azonban altalanositott valtozatok
is, amelyek 1j kutatéasi iranyokat nyitottak meg. Az altalanosabb modellek
rendezési strukturainak vizsgalata egy olyan kutatasi résnek szamitott, ami-
nek a betoltéséhez hozza tudtam jarulni a kutatasommal. A multigranularis
halmazok esetén példaul szinte alig volt kordbban olyan haléelméleti elemzés,
ami a ketténél tobb ekvivalenciarelacioval definialt esetet vizsgalta volna. A
fuzzy halmazokkal kombinalt durva halmazok esetén pedig még nem vizsgal-
tak részletesen azt, hogy milyen esetekben alkotnak halot, teljes halot, illetve
milyen algebrai-logikai strukturakat tudunk definialni rajtuk.

Ezenfeliil a durva halmazok targykore a gyakorlati alkalmazhatésag szem-
pontjabol is szerteagazd lehetdségeket nyujt. A durva halmazokat korabban
sikeresen alkalmaztak mar adatfeldolgozasra, képfeldolgozasra, adatbanyasza-
ti célokra és neuralis halok bemenetének el6feldolgozasara. A disszertacidban
is targyalt altalanosabb durvahalmaz-modellek nemcsak tjszert alkalmaza-
soknak nyitnak kaput, de a meglévs alkalmazasok tovabbfejlesztésének is.
Tovabba mind az elmélet, mind a gyakorlati alkalmazéasok szempontjabol fon-
tos ismerni, hogy a vizsgalt modellek milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek.
Ez 6sszefiigg azzal, hogy milyen logikai megkozelitést alkalmazhatunk.

A kutatasom sorén célom volt tehat a durva halmazok altalanosabb mo-
delljeinek haloelméleti vizsgalata és alkalmazasi lehet&ségek meghatarozasa.
Az egyik ilyen altalanosabb modellt a multigranularis durva halmazok kon-
cepcidja adja, amelynek két valtozatat (optimista és pesszimista) vizsgaltam.
A rendezési strukturak elemzése soran azt tiiztem ki célul, hogy meghataroz-
zam, hogy a multigranularis durva halmazok mikor alkotnak hélot, és ez a
halé mikor rendelkezik bizonyos hasznos tulajdonsagokkal, tovabba optimista
esetben vizsgalom a Dedekind—MacNeille-kiterjesztést is.

Az altalanosabb modellek elemzésére egy masik iranyt a fuzzy halmazok-
kal val6 kombinéciok jelentették, aminek héromféle valtozatat vizsgaltam.
Célom volt meghatarozni, hogy milyen feltételek mellett rendelkezik a hagyo-
manyos durvahalmaz-struktira tulajdonsagaival az a modell, amikor a refe-
renciahalmaz éles (hagyomanyos) halmaz, az approximacios tér pedig fuzzy.
Ebben az esetben azt is elemeztem, hogy a modellben szereplé fuzzy hal-
mazok és fuzzy relaciok egzakt (definialhat6) halmazai hogyan viszonyulnak
egymashoz, tovabba a tartok és magok kozotti kapcesolatot is meghataroztam.

A forditott esettel — amikor a referenciahalmaz fuzzy, és az approximéacios
tér éles — pontosabban annak egy altalanosabb valtozataval, a durva L-fuzzy
halmazokkal is foglalkoztam. Itt egyrészt annak meghatarozasat tiztem ki
célul, hogy milyen tulajdonsagok oroklédnek az L halorol a durva L-fuzzy
halmazokra, valamint mikor alkotnak héromértéki Fukasiewicz-algebrat. A
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terveim kozott szerepelt egy reprezentacios tétel bizonyitasa is, amely meg-
adja, hogy egy fuzzy halmazpéar mikor alkot durva L-fuzzy halmazt.

Az el6z6 két — fuzzy halmazokkal kombinélt — altalanosabb forma elemzési
elckészitették a még altalanosabb modell vizsgélatat, ahol a referenciahalmaz
és az approximacios tér egyarant fuzzy. Ehhez a modellhez célom volt kije-
lenteni és bizonyitani egy reprezentéacios tételt arra vonatkozoéan, hogy milyen
feltételeket kell teljesiteni egy fuzzy halmazparnak, hogy fuzzy durva halmazt
alkossanak. Tovabba meghatiroztam egy olyan feltételrendszert is, amelyek
mellett a fuzzy durva halmazok halot, illetve teljes halot alkotnak.

Végiil célom volt egy alkalmazast kifejleszteni a fuzzy durva halmazokra.
Ehhez egy képtomoritési eljarast dolgoztam ki, ami egy korabbi médszer nagy
léptéki tovabbfejlesztése az altalanosabb fuzzy durva halmaz modell felhasz-
naldsaval. A tomoritett kép mindségére vonatkozo6 PSNR mérdszamot alapul
véve az altalam javasolt algoritmust Ossze is vetettem a kordbbi médszerrel —
az 1j eljaras konzisztens modon jobb eredményt produkalt a korabbinal.



2. VIZSGALATOK LEIRASA

A durva halmazok altalanosabb modelljeinek vizsgalatahoz a részbenrende-
zett halmazok elméletét, valamint algebrai, haloelméleti eszkozoket hasznal-
tam. Ezeket részletezem a kovetkezd harom alfejezetben, az utolsé alfejezet-
ben pedig a képtomoritési eljarashoz sziikséges elGismereteket, az elvégzett
tesztekhez felhasznalt eszkozok, ismeretek rovid leirasat targyalom.

2.1. Haloelméleti attekintés

A haloelméleti, algebrai alapfogalmakat tobb konyv is 6sszefoglalja, ezek koziil
a témakorhoz legrelevansabb koncepciokat tobbnyire a [20], a [16] és a [9]
konyvek alapjan mutatom be. Legyen U egy alaphalmaz, o C U x U pedig
egy rajta értelmezett homogén bindris relicid (a tovabbiakban egyszertien
relacio). Kétféleképpen is jelolhetjiik, hogy az a,b € U elemek p relacioban
allnak egymaéssal: (a,b) € o vagy infix jeloléssel apb. Azt mondjuk, hogy
a o relacio egy részbenrendezés, ha reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus.
Egy relaciot ekvivalenciareldcionak neveziink, ha reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv. Az el6z6eknél egy-egy tulajdonségot elhagyva kaphatunk néhany 1j
fogalmat. A reflexiv és tranzitiv relaciokat kvdzirendezésnek, mig a reflexiv és
szimmetrikus relécidkat tolerancidnak nevezziik. Legyen most P egy halmaz,
< pedig egy rajta értelmezett részbenrendezés. Ekkor a (P, <) strukturat
részbenrendezett halmaznak nevezzik.

Ha egy (L, <) részbenrendezett halmazban barmely két a,b € L elem-
nek létezik infimuma, inf{a,b} (legnagyobb als6 korlatja) és szuprémuma,
sup{a, b} (legkisebb felss korlatja), akkor azt mondjuk, hogy (L, <) egy hdlo.
Ha L barmely A C L részhalmazanak létezik infimuma, inf A és szuprémuma,
sup A, akkor (L, <) egy teljes hdlo. Héaloban az a,b € L elemek infimumat
és szuprémumat szoktuk rendre a A b és a V b mddon is jelolni. Hasonl6an
az A C L halmaz infimuméat és szuprémumét rendre A A és \/ A jeloli. Azt
mondjuk, hogy az (L, <) halo disztributiv, ha barmely a,b,c € L elemre az
alabbi két (egymaéssal ekvivalens) tulajdonsag teljestl:

aN(bVe)=(anb)V(aAc),

aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

Ha egy L teljes haloban barmely kettGsen indexelt x; ; € L elemekre (i €
I,je JésI,J=#0) teljesiil, hogy

/\(V Ia) =V (/\“%f(i))a (2.1)

iel \jeJ fiI—>J \iel

akkor azt mondjuk, hogy L teljesen disztributiv hdlo.
Az L halo pszeudokomplementumos hdld, ha van legkisebb eleme (0 € L),
és barmely x € L esetén egyértelmtien létezik egy 2* € L elem, amire xtAz =0
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pontosan akkor teljesiil, ha z < x*. Ekkor az x* elemet az x pszeudokomp-
lementumdnak nevezzilkk. Ha az L disztributiv pszeudokomplementumos ha-
l6ban minden x € L esetén teljesiil, hogy z* V ** = 1, akkor L egy Stone-
hdlo. Ha az L héalonak van legnagyobb eleme (1 € L), akkor az 2t € L
elemet az x € L elem dudlis pszeudokomplementumdnak nevezziik, amennyi-
ben z V z = 1 pontosan akkor teljesiil, ha z > 2. Ha az L halonak egyarant
van legkisebb és legnagyobb eleme, valamint minden elemének van pszeudo-
komplementuma és duélis pszeudokomplementuma, akkor L dupldn pszeudo-
komplementumos hdlo. Amennyiben L egy duplan pszeudokomplementumos
Stone-halo, és az is teljesiil, hogy minden z € L esetén xt Azt = 0, gy azt
mondjuk, hogy L egy dupla Stone-hdlé. Az L duplan pszeudokomplementu-
mos halo reguldris, ha minden x,y € L elemre z* = y* és 2t = xt esetén
x =y teljestl.

2.2. Durva halmazok elmélete

A durva halmazok fogalmat Zdzistaw Pawlak vezette be [66]. A fogalom mdo-
gbtti motivacio, hogy az egyes objektumokkal kapcsolatos hianyos ismerete-
ket kezelni tudjuk. Az informéacio hianyossidga miatt eléfordulhat, hogy egyes
objektumok kozott nem tudunk kiilonbséget tenni. Az eredeti durvahalmaz-
modellben ezt egy ekvivalenciarelacid, méghozza egy tgynevezett megkilon-
boztethetetlenségi reldcio reprezentalja, ami azt modellezi, hogy a rendelke-
zésiinkre all6 informaciok alapjan mely elemeket nem vagyunk képesek meg-
kiilonboztetni egyméstol. Az évek sordn a durvahalmaz-modellt tobb meg-
kozelitéssel is altalanositottak és kiterjesztették. A durva halmazok fejlédé-
sének elss évtizedérsl attekintést ad a [69] md, tovabbi kutatasi iranyokat és
alkalmazasokat pedig a [70] cikk emlit. Eredetileg Pawlak azt feltételezte,
hogy ez a relacié ekvivalencia, de kés6bb tobb mas relacidtipussal definialt
durvahalmaz-modell is a vizsgélat targyat képezte |75, 92, 36, 40, 42, 38, 48,
st binaris relaciot hasznalunk, példaul kvazirendezéseket vagy tolerancidkat
[109, 38, 40].

A durva halmaz a hagyomanyos (éles vagy crisp) halmazfogalom kiterjesz-
tésével keletkezik, ami figyelembe veszi, hogy a rendelkezéstinkre all6 tudas
altalaban nem teljes és sok esetben bizonytalan.

Legyen az A halmaz részhalmaza az U alaphalmaznak és legyen £ C U xU
egy ekvivalenciarelacio. Az (U, E) part approzimdcids térnek nevezzik, ami-
ben az A halmaz alsd, illetve felsé approxzimdcidjdt (kozelitését) a kovetkezd-
képpen definidlhatjuk:

Ap={rcU|xlpg CALAP ={xc U | [z]pNA#D}, (2.2)

ahol [z|g az x € U elemhez tartozo ekvivalenciaosztaly. Az U részhalmazain
értelmezhetiink egy = ekvivalenciarelaciot a kovetkezGképpen:

Az A, B C U halmazokra A = B < Ap = By és A® = BE.
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Az (U, E) approximécios térben az A C U halmazhoz tartozo durva halmazt
az (Ag, AP) pérral azonositjuk.

Az E ekvivalencia osztalyainak unidjaként kapott halmazokat E-definidl-
hato halmaznak, vagy egzakt halmaznak nevezziik. Itt érdemes megjegyezni,
hogy ha A egy E-definialhaté halmaz, akkor A = A¥ = A,

Ekvivalenciarelacio helyett tetsz6leges R € U x U relaciora értelmezhetjiik
az approximacios operatorokat:

Ap={r €U | R(z) C A}, AR ={z c U | R(z) N A # (0}, (2.3)
ahol x € U esetén R(x) = {y € U | (z,y) € R}. Ekvivalencia esetén
R(x) = [z]g. Az U alaphalmazon és R relaciora értelmezett durva halma-

zok Osszességét RS(U, R) jeloli, amin a komponensenkénti tartalmazas altal
értelmezhetd egy részbenrendezés:

(AR,AR> < (BR,BR) = AR C Bp és AR - BR. (24)

Altalanossagban véve (RS(U, R), <) egy részbenrendezett halmaz, aminek a
legkisebb eleme (0, ), legnagyobb eleme pedig (U, U).

Az dsszes also approximdcid halmazdt P(U)g, az osszes felsd approximdcid
halmazdt pedig P(U)% jeloli. Ismert, hogy P(U)g és P(U)® duélisan izomorf
halok, tovabbéa az is, hogy amennyiben R egy kvézirendezés, tgy P(U)rg,
P(U)E 6s RS(U, R) teljesen disztributiv halok.

2.1. Tétel (|76, 14]). Az E € U x U ekvivalenciareldcio esetén
(RS(U, E),V, N\, ~,(0,0),(U,U)) egy reguldris dupla Stone-hdldt alkot.

2.3. Fuzzy halmazok és fuzzy relacidok

A fuzzy halmazok elméletét Lotfi Zadeh vezette be [112]. Az A fuzzy halmazt
a a2 U — [0,1] tagsdgi figguénnyel tudjuk megadni. Az z € U elemre
nézve a pia(x) = 1 tagsagi érték azt jelenti, hogy az z elem teljes mértékkel
beletartozik A-ba, mig a pa(x) = 0 tagsagi érték azt jelenti, hogy az x elem
nulla mértékkel tartozik A-ba. Azt mondjuk, hogy az A fuzzy halmaz véges
értékkészletd, ha az (éles) {ua(x) | x € U} halmaz véges. Az U alaphalmazon
értelmezett fuzzy halmazok Gsszességét jelolje F(U).

Az U alaphalmazon értelmezett R (bindris) fuzzy reldcio egy U x U halma-
zon értelmezett fuzzy halmaz, tehéat a tagsagi fiiggvénye pgr : U x U — [0, 1].
Azt mondjuk, hogy az R fuzzy relacionak véges értékkészlete van, ha az értékei
altal meghatéarozott {ugr(x,y) | x,y € U} (éles) halmaz véges.

A kés6bbiekben a jelolések egyszertisitése érdekében elGfordulhat, hogy
egy fuzzy halmazra vagy fuzzy relaciora csak a tagséigi fiiggvényével hivat-
kozom, pl. az f : U — [0,1] fuzzy halmaz, a 0 : U x U — [0,1] fuzzy
relécio.

Egy fuzzy hasonldsdgi relicio (méas néven fuzzy ekvivalenciareldcid) egy
reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv fuzzy relacié. Fuzzy relaciok esetén a ref-
leziv tulajdonsdg azt jelenti, hogy pgr(x,z) = 1 minden x € U esetén, a szim-
metria pedig azt, hogy pugr(z,y) = pr(y, ) minden x,y € U esetén. Eleinte
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akkor neveztek egy R fuzzy relaciot tranzitivnak, ha min(pg(z,y), pr(y, 2)) <
pr(x, z) teljesiilt minden z,y,z € U esetén [113]. Kés6bb ezt a fogalmat al-
talanositottak a t-normak alkalmazasaval [99]. A ([0, 1], <) haloéban a ~ z :=
1 — 2 mtveletet definidlva egy teljesen disztributiv Kleene-algebrat kapunk.

A hdromszégnorma (réviden t-norma) egy olyan monoton névekvs, kom-
mutativ és asszociativ 7: [0,1]> — [0,1] leképezés, amelyre minden = €
[0, 1] esetén teljestil, hogy T(1,z) = T(x,1) = x. A T t-normat pozitivnak
nevezziik [5], ha z,y > 0 esetén T (z,y) > 0. A pg: U? — [0, 1] fuzzy relacio
T -tranzitiv, ha

T(MR(‘I7 y)u MR(y7 Z)) < ,uR(I7 Z)? minden x, Y,z € U esetén.

Ha az R fuzzy relacio reflexiv és T-tranzitiv, akkor fuzzy T -kvdzirendezésnek
nevezziik. Ha az R fuzzy relacio reflexiv, szimmetrikus és T-tranzitiv, akkor
T -ekvivalencianak, vagy fuzzy T -hasonldsdgi reldcionak nevezziik. Amikor
T (x,y) = min(z,y), akkor szokas siman fuzzy hasonlosdgi relacionak is ne-
vezni. JOl ismert, hogy a minimumnorma egy pozitiv t-norma, amellyel a
korébbi tranzitivitasi fogalmat kapjuk. Minden 7 t-norma kielégiti minden
x € L esetén, hogy T (x,0) = T(0,2) = 0.

A T t-normat (balrdl) folytonosnak nevezziik [25], ha fiiggvényként balrol
folytonos a szokésos [0, 1]? intervallumtopologidban. Szokés még a t-normékat
infix modon is jeldlni, példaul a ®: [0,1]> — [0,1] t-norma esetén ®(x,y)
helyett irhatjuk, hogy = ® y.

Az @ hdromszdg-konorma (roviden t-konorma) [84] egy kommutativ, asszo-
ciativ és monoton névekvé binaris mivelet a [0, 1] intervallumon, amely min-
den z € [0, 1] esetén kielégiti, hogy 0@ x = 2®0 = z. A @ t-konorma (balrél)
folytonos [25], ha figgvényként balrol folytonos a szokésos topologidban.

2.4. Képtomoritéssel kapcsolatos tesztek

Az altalam javasolt képtomoritési algoritmus teszteléséhez és kiértékeléséhez
elkészitettem Petrosino és Ferone algoritmuséanak [73] és az altalam javasolt
tovabbfejlesztésnek az implementaciojat. A megvalositast C#-ban készitet-
tem, a kapcsolodo teszteket a Microsoft COCO: Common Objects in Context
[50] adathalmaz 2017-es cimkézetlen képeinek (2017 Unlabeled images) rész-
halmazat feldolgozva végeztem el.

A visszaallitott kép mingségének mérésére a csics jel-zaj viszonyt (PSNR,
peak signal-to-noise ratio) hasznaltam, ami egy altalanosan hasznalt mérd-
szam a jelfeldolgozasban [28]. Legyen a kép szélessége w, magassaga h, a kép
y-adik sordnak x-edik pixelének értékét jelolje a ¢ € {R, G, B} szincsatornan
I.(z,y), ugyanezt a tomoritett képben pedig jelolje C.(x,y). A gyakorlatban
szokés az eltérés mértékét az dtlagos négyzetes hibdval (MSE, mean squared
error) szamszertsiteni:

w h
MSE= 3 S S (L) - Cley) . (29)
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Ekkor a jel-zaj viszonyt (decibelben) az alabbi képlet hatérozza meg:

MSE (2.6)

MAX?
ahol M AX jeloli az adott pixel egy szincsatornajaban a lehetséges érté-
kek szamat (més szavakkal a szincsatorna binéris reprezentaciojanak maxi-
malis értékét). A feldolgozott képek esetén 8 bites csatornakrol van szo, igy
MAX = 28 — 1 = 255. Minél kozelebb 4ll az eredeti képhez a tomorités utan

helyreallitott kép, a PSNR értéke annal nagyobb.
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3.1. Multigranularis durva halmazok

3.1.1. Elméleti attekintés

A durva halmazok modelljére lehet tigy tekinteni, hogy egyetlen szakérts vé-
leményét tiikkrozi arrol, hogy melyek a megkiilonboztethetetlen elemek. A
multigranularis durva halmazok modellje ezzel szemben jelentheti azt, hogy
egy halmaz approximéacidéinak meghatarozasakor egy szakérts értékelése he-
lyett t6bb szakérté megéllapitasat is figyelembe vessziik. Igy az objektumok
megkiilonboztethetetlenségét nem csak egyetlen ekvivalenciarelacio fogja ki-
fejezni. Ennek modellezésére két elterjedt megkozelitést adnak az optimista
és a pesszimista multigranularis durva halmaz modellek.

Legyenek Py, P, ..., P, ekvivalenciarelaciok az U alaphalmazon. Ekkor az
A C U halmaz ugynevezett optimista alsé kiozelitését 78| a kovetkezSképpen
definialjuk:

Asn p={x € U| Pi(z) C A vagy Py(z) C A vagy ... vagy P,(z) C A}.
(3.1)
Az A halmaz optimista felsd kizelitése:

AXP = fr e U | P(x)NA#Dés ... és Po(z)NA#D}, (3.2)

A tomorség és olvashatosag érdekében a tovabbiakban a Y P; jelolést hasz-
nalom a Y ., P helyett. Legyen tovabba P(U)>=Ti és P(U)y p, az Osszes
optimista fels6 és Osszes optimista alsoé kozelités halmaza U-n.

A pesszimista also és fels§ kozelitéseket a |J;_, P; toleranciarelaciot fel-
hasznalva az 2.3. képlet segitségével adjuk meg.

3.1.2. F6bb eredmények

A kutatasom soran definidltam az alabbi feltételeket a Py, Ps, ..., P, CU x U
ekvivalenciarelaciokra.

(x) Minden x € U esetén létezik olyan k, € {1,2,...,n}, amelyre Py, (x) C
P;(z) teljesiil minden i € {1,2,...,n} esetén.

() Minden z € U esetén létezik k, € {1,...,n} agy, hogy Pi(z) C P, ()
minden i € {1,...,n} esetén.

<iél Pi) (2)

Ezeket felhasznalva az alabbi allitdsokat bizonyitottam.

= 1 = létezik olyan k € {1,2,...,n}, amire |Py(z)| = 1.

(Si)

3.1. Allitas. Legyenek Pi, ..., P, olyan ekvivalenciareldciok az U alaphalma-
zon, amelyek kielégitik a (%) feltételt. Ekkor RS (> F;) egy teljesen disztribu-

tiv reguldris dupla Stone-hdlo.



3. TUDOMANYOS EREDMENYEK

3.2. Allitas. Ha P, Ps, ..., P, ekvivalenciareldcick az U alaphalmazon, ame-
lyek teljesitik a (x)? feltételt, akkor \J P; eqy ekvivalenciareldcid.

3.3. Kovetkezmény. Legyenek Py, P, ..., P, ekvivalenciareldciok az U alap-
halmazon, amelyek kielégitik (x)? feltételt. Ekkor RS (| B;) egy teljesen diszt-
ributiv requldris dupla Stone-hdlo.

3.4. Tétel. Legyenek Py, P,,...P, ekvivalenciareldaciok az U alaphalmazon,
amelyek kielégitik a (Si) feltételt. Ekkor RS (> P;) egy teljes hdlo.

Ezenfeliil definidljuk a > P;-durva halmazok novekvd reprezentdcidjdat az

alabbi modon:
7(Us) o}

3.5. Tétel. RS (> P,) Dedekind—MacNeille-kiterjesztése IRS (Y P;).

IRS() P) =

{(A, B) e P(U)s p, x PU)=F

Ezzel kapcsolatban az alabbi tételt bizonyitottam.

Tovabba néhany segédtétel és a korabbi allitasok felhasznéalasaval kijelen-
tettem és igazoltam az alabbi allitéast.

3.6. Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
(a) IRS (> P;) disztributiv;
(b) P(U)s=p, és P(UVEP: disztributivak;
(¢) Pp, Py,..., Py kiclégitik a (%) feltételt;
(d) P(U)s p, és P(U)=" Alexandroff-topoldgidt alkotnak;

(e) RS (D> P,) egy teljesen disztributiv requldris dupla Stone-hdld.

3.1.3. Ujdonsag és hasznosithatosag

A szakirodalomban kordbban kevésbé vizsgaltak részletesen a multigranularis
durva halmazok rendezési strukturait altalanosan, azaz n > 2 ekvivalenciare-
lacio esetén. Az n = 2 esetre vonatkozo eredmények [41] altalanositésa tetszd-
leges n esetére nagyban hozzajarul a tudomanyag elGsegitésére, lehetGséget
nyit még altaldnosabb esetek feldolgozasara. Ezeken feliil nemcsak a tovabbi
elméleti elemzés, hanem gyakorlati alkalmazhatosag szempontjabol is fontos
volt megvizsgalni, hogy milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek. A multigra-
nularis durva halmazok modellje hasznosithatoé példaul az ajénlorendszerek
tertiletén.
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3.1.4. 1. TEZIS

Megvizsgaltam az optimista és pesszimista multigranularis durva
halmazok rendezési struktarait. Megallapitottam, hogy mikor al-
kotnak teljes halot, valamint teljesen disztributiv halét. Megmu-
tattam, hogy az optimista multigranularis durva halmazok noévekvé
reprezenticidja megegyezik a Dedekind—MacNeille-kiterjesztéssel.
Meghataroztam, hogy a pesszimista, illetve az optimista multigra-
nularis durva halmazok milyen feltételek mellett alkotnak teljesen
disztributiv regularis dupla Stone-halot. (Ilyen halét alkotnak a
klasszikus Pawlak-féle durva halmazok is.)

Tézishez tartozo publikacioim: [S7, S6, S5]

3.2. Fuzzy durva halmazok éles referenciahalmazzal

3.2.1. Elméleti attekintés

A durva halmazok elméletének bevezetése ota tobbféle megkozelitést is java-
soltak a durva halmazok és a fuzzy halmazok elméletének kombinalasara. A
kutatasom soran a kombinélt modellek koziil elgszor olyan fuzzy durva halma-
zokkal foglalkoztam, ahol az approximaciés tér fuzzy, de a referenciahalmaz
éles.

Legyen (U, R) egy fuzzy approximacios tér, ahol U az alaphalmaz, és R
egy fuzzy hasonlosagi relacio, amelyet egy ug : U> — [0, 1] tagsagi fiiggvény
hatéaroz meg. Legyen tovabba A C U egy éles halmaz. Az A als6 approxima-
civjat az alabbi tagsagi fiiggvény adja meg:

A (r) = nf{1 — pr(z,y) | y ¢ A},

T sz

mig az A felsé approximéaciojat a kovetkezd tagsagi fliiggvény hatérozza meg:

prar () = sup{pr(z,y) | y € A},

Az éles A halmazhoz tartozo fuzzy durva halmazt a (pipa),, par) parként
definialhatjuk. Ismert, hogy az (U, R) approximacios tér dsszes durva halmaza
halot alkot, amely szdmos érdekes tulajdonsaggal bir |76, 14, 23, 26].

Az Sg = {ur(z,y) | x,y € U} C [0,1] halmazt R spektrumdnak nevez-
zik. Azt mondjuk, hogy az R fuzzy relacionak dudlisan jolrendezett spektru-
ma van, ha Sg minden nemiires részhalmazanak van legnagyobb eleme.

Az R fuzzy hasonloségi relaciora definialjuk a kovetkezd éles ekvivalencia-
relaciokat:

E:={(z,y) € U* | pr(z.y) =1}, S ={(2.y) € U*| pr(z,y) > 0}.

Elsbbit a fuzzy relacio magjanak, utobbit a tartojanak nevezziik (fuzzy hal-
mazokra hasonléan értelmezhets a fogalom).

11
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3.2.2. Fébb eredmények

A durva L-fuzzy approximaciok tartdjat és magjat Osszefiiggésbe hoztam az
approximacios tér R fuzzy ekvivalenciarelaciojanak tartojaval, illetve magjé-
val — ehhez megfogalmaztam és bizonyitottam a kovetkezd lemmét.

3.7. Lemma. Bdrmely A C U halmazra teljesiil, hogy
(i) A% = {a € U | jun(e) =1}, (ii) Ap = {0 € U | pyaa(a) > 0},

(i) AS ={z € U | papr(z) >0}, (iv) As ={z € U | pa),(z) = 1}.

Az éles referenciahalmazzal rendelkezé fuzzy durva halmazok részbende-
zett halmazat jelolje (RS(U, R), <). Az R relaci6 E magjahoz tartozo (hagyo-
manyos) durva halmazok halojat pedig jelolje (RS(U, E), <). A kettd kézott
az alabbi tétellel és bizonyitasaval teremtettem kapcsolatot.

3.8. Tétel. Legyen R eqy fuzzy ekvivalencia U-n, aminek dudlisan jolren-
dezett spektruma van. Ekkor (RS(U, R),<) egy teljes hdlo, ami izomorf
(RS(U, E), <)-vel.

Ennek kozvetlen kovetkezménye:

3.9. Kovetkezmény. Ha R eqy fuzzy hasonldsdg az U halmazon, amelynek
spektruma dudlisan jolrendezett, akkor (RS(U, R), <) egy teljesen disztributiv
requldris dupla Stone-hdlo.

Az egzakt halmaz fogalma altalanosithaté fuzzy durva halmazokra is. Az
(U, R) fuzzy approximacios térben egy fuzzy durva halmaz akkor egzakt, ha
minden x € U elemre teljesiil, hogy pa),(z) = par(z). A kévetkezd al-
litas irja le az egzakt fuzzy durva halmazok és a fuzzy hasonlosagi relacio
tartohalmaza kozotti kapesolatot (éles referenciahalmaz esetén).

3.10. Allitas. Legyen A az U alaphalmaz egy (éles) részhalmaza. Ekkor

pa1s(2) = ppar(z) minden z € U & Ag = A°.

3.2.3. Ujdonsag és hasznosithatosag

A fuzzy durva halmazok (akar éles, akar fuzzy referenciahalmazzal) haloel-
méleti szempontbol a szakirodalomban kutatasi résnek szamitottak, igy az
eredmények tjszertiek, és 1j utat nyitnak meg a témakor tovabbi vizsgalata-
hoz. Annak vizsgalata, hogy az éles referenciahalmazokkal rendelkezd fuzzy
halmazok mikor alkotnak teljesen disztributiv reguléris dupla Stone-halot,
azért hasznos, mert ekkor ugyanigy viselkednek, mint a hagyoményos durva
halmazok. Ez azzal jar tovabba, hogy ugyanolyan logikai strukturak definiél-
hatok rajtuk, mint a durva halmazokon. Az elemzés az altalanosabb elméleti
vizsgalatoknak is utat nyitott, méghozzé a fuzzy referenciahalmazzal rendel-
kez6 fuzzy durva halmazok analiziséhez, amivel a IV. Tézisben foglalkozom.
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3.2.4. I1I. TEz1s

Megmutattam, hogy egy dualisan jolrendezett spektrumu fuzzy ha-
sonlésagi relacion értelmezett, éles referenciahalmazokra vonatko-
z6 fuzzy durva halmazok haldja teljes halot alkot, ami izomorf a
fuzzy relaci6 magjan értelmezett durva halmazok haléjaval. Meg-
vizsgaltam a kapcsolatot az ilyen tipusta fuzzy durva halmazok alsé,
illetve fels6 approximaciéjanak tartéja és magja, valamint a fuzzy
relacié tartéjan, illetve magjan értelmezett approximaciok kozott.
Bizonyitottam, hogy a fuzzy hasonl6sagi relacié tartéjanak egzakt
halmazai — pontosabban azok karakterisztikus fiiggvényei — meg-
egyeznek az egzakt fuzzy durva halmazokkal (éles referenciahalmaz
mellett).

Tézishez tartozo publikacioim: [S8, S4|

3.3. Durva L-fuzzy halmazok

3.3.1. Elméleti attekintés

A [0, 1] intervallumon felvett tagsagi értékek helyett most a tagsagi fiiggvény
egy tetszGleges korlatos L halon felveheti értékét. Legyen U egy nemiires
alaphalmaz, f: U — L egy L-fuzzy halmaz és £ C U x U egy ekvivalenciare-
lacio U felett. Az f alsé kézelitését f: U — L és felsd kozelitését f: U — L
az alabbiak szerint definiéljuk: B

= N\{fW) |y €lzle}, z€U, (3.3)
=\/{fw lyelle}, el (3.4)

Az L-fuzzy halmazok sszességét jelolje F(U, L), a durva L-fuzzy halma-
zok osszességét pedig RF (U, L). F(U, L)-r8l ismert, hogy teljes halot alkot.

Az F (éles) ekvivalenciarelacio egytagt ekvivalenciaosztalyainak halmazat
jelolje S, azaz S :={s € U | [s]p = {s}}.

Tovabbé azt mondjuk, hogy az a: U — L leképezés konstans az E ek-
vivalenciaosztalyain, (réviden FE-konstans), ha minden z,y € U elemparra
teljesiil, hogy (z,y) € E esetén a(x) = a(y).

Az (Uy x Uy, R) approximacios teret az (Uy, Ry) és (Us, Ry) approximacios
terek direkt szorzatdanak nevezziikk. Barmely o C U; x U, relacio also és fels6
approximacidja (U; x Us, R)-ben a szokasos modon definialhato.

A teljes L halo egy x # 0 eleme teljesen egyesités-irreducibilis, ha barmely
T C Lrex = \/T esetén x € T. A teljesen egyesités-irreducibilis elemek
halmazat J-vel jeloljik. Tovabbé legyen Ap = {(z,z) | x € L}.

Barmely = € L esetén legyen J(z) ={je J|j<z}és A(zx) ={a€ A|
a < x}. Az L halo térszerd, ha barmely x € L esetén « = \/ J(z). Hasonloan,
az L halo atomisztikus, ha barmely « € L esetén z = \/ A(z).
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3.3.2. Fé6bb eredmények

3.11. Tétel. Legyen U egy nemiires alaphalmaz, és legyen L eqy teljes hdlo.
Az (f,g) L-fuzzy halmazpdr, ahol f,g: U — L, pontosan akkor az E C U X
U ekvivalenciareldcio dltal szarmaztatott durva L-fuzzy halmaz, ha az aldabbi
feltételek teljesiilnek:

(a) f és g konstans az E osztdlyain,

(b) <y
(c) f(s) =g(s), minden s € S esetén.

3.12. Tétel. Legyen E eqy ekvivalenciareldcié az U # O alaphalmazon, és
legyen L egy teljes, térszerd, disztributiv halo. Ekkor RF (U, L) izomorf az
(U x J, R) approximdcids tér zdrt durva halmazainak hdldjdval, ahol R =
E x AJ.

A halotulajdonsagokra vonatkozoan az alabbi allitasokat, tételeket fogal-
maztam meg, és bizonyitottam.

3.13. Allitas. Az L hdld izomorf RF (U, L) eqy fdidedljdval.

3.14. Kovetkezmény. RF (U, L) akkor és csakis akkor (teljesen) disztribu-
tiv halo, ha L is (teljesen) disztributiv. Specidlis esetben: RF (U, |0, 1]) egy
teljesen disztributiv halo.

3.15. Allitas. (i) A RF(U, L) hdlé akkor és csak akkor pszeudokomplemen-
tumos, ha L pszeudokomplementumos.

(i) RF (U, L) akkor és csak akkor (Ly)-hdlo, ha L (L,)-hdlo.

(i) Ho L = (B,V,A,—,0,1) eqy Boole-hdlo, vagy L = ([0, 1], max, min),
akkor RF (U, L) egy Stone-algebra, ahol (f,g)*(x) = (—g(z),g(x)), illetve
(f,9)"(x) = (9(z)", g(2)").

3.16. Tétel. Teqyiik fel, hogy E C U x U kiilonbozik az identitdsreldciotol.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) RF (U, L) egy haromértéki Lukasiewicz-algebra, ahol V(f1, f2) := (f2, f2),
(f1,f2) e RF(U,L).

(i) RF (U, L) egy Nelson-algebra;

(i1i) RF (U, L) eqy Kleene-algebra;

(iv) L egy Boole-hdld.

3.17. Allitas. Legyen E eqy ekvivalenciareldcié az U # O alaphalmazon,
és legyen L eqy teljes, atomisztikus Boole-hdlo. FEkkor a (RF(U,L),V, A, ~
,V,(0,0),(1,1)) haromértéki Lukasiewicz-algebra izomorf az (U x A, R) app-
roximdcids térbeli (RS(U x A, R),V,A\,~,V,(0,0),(U,U)) durvahalmaz-al-
gebrajdval, ahol R = E X A 4.
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3.3.3. Ujdonsag és hasznosithatosag

A durva L-fuzzy halmazok haloelméleti eszkozokkel torténd vizsgalata 1j el-
méleti eredményeket produkalt, ami elGkésziti az altalanosabb eset vizsgéla-
tat, amikor a referenciahalmaz és az approximécios tér egyarént fuzzy. Tovab-
bé szamos hasznos tulajdonsag 6roklédik az L halorol a durva L-fuzzy halma-
zokra, igy az eredmények a jovében a rajtuk értelmezhets logikai struktuarak
vizsgalatat is megkonnyiti.

3.3.4. II1. TEz1s

Kijelentettem és bizonyitottam egy reprezentacios tételt, ami meg-
hatarozza, hogy egy L-fuzzy halmazpar mikor alkot durva L-fuzzy
halmazt egy adott (éles) approximacios térben. Kapcsolatot te-
remtettem a durva L-fuzzy halmazok és a durva relaciok kozott.
Megmutattam, hogy milyen tulajdonsagok orokl6dnek az L halérél
a durva L-fuzzy halmazok hal6jara. Megadtam, hogy milyen fel-
tételek ekvivalensek azzal, hogy a durva L-fuzzy halmazok haléja
haromértékii Lukasiewicz-algebrat alkosson.

Tézishez tartozo publikaciom: [S10]

3.4. Fuzzy durva halmazok fuzzy referenciahalmazzal

3.4.1. Elméleti attekintés

Az implikdtor egy binaris miivelet (leképezés) > [0, 1]* — [0, 1], amely az els6
valtozo szerint csokkend, a mésodik szerint névekvd, és kielégiti a kovetkezd
hatarfeltételeket:

0>0=0p>1=1>1=1¢é1>0=0.

A > egy hatdrimplikdtor, ha minden z € [0, 1] esetén teljesiil, hogy 1 > = = z.
Legyen ® egy t-norma, és > egy hatarimplikator a [0, 1] intervallumon.

3.18. Definicié. Ha (U,0) egy fuzzy approzimdcids tér, akkor barmely f €
F(U) fuzzy halmazhoz rendelt §(f) fuzzy alsé approximaciot és 0(f) fuzzy
fels6 approximéaciot a kovetkezéképpen definidljuk:

S

(f)(x) = /\{G(x,y) > f(y) |y € U}, minden x € U esetén.
0(f)(x) = \/{Q(x,y) © f(y) |y € U}, minden x € U esetén.

Az (0(f),0(f)) € F(U) x F(U) pdrt az (U,0) approzimdcids térben definidlt

fuzzy durva halmaznak nevezziik.

15



3. TUDOMANYOS EREDMENYEK

3.19. Definicid. Legyen (U, 0) egy fuzzy approzimdcios tér, a,b € U és F' =
0(f), G=0(g). Ekkor

(i) (a,b) € R(F) < F(a) = 6(a,b) ® F(b),

(ii) (a,b) € 0(G) < G(a) = 0(a,b) > G(b).

Tekintsiik tovabba a kovetkezd két — E(F') és e(G) — ekvivalenciarelaciot:
E(F):=R(F)NR(F)™" ¢ e(G) = 0o(G)No(G)™".
A (U, 0) fuzzy approximacios tér esetén bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

Fix(0) = {f € F(U) | 0(f) = f}, Fix(0) = {f € F(U) | 0(f) = f}.
Az elemzéshez megfogalmaztam tobbek kozott az alabbi feltételt is:

(ID) Legyen ® egy balrél folytonos t-norma és > a beldle szarmazd R-
implikator; vagy legyen n egy involutiv negator, & egy t-konorma, amely
n-duélisa ®-nak, és > az altaluk meghatéarozott S-implikator. Ha 6 egy
O-tranzitiv fuzzy relacio, akkor barmely f,g € F(U) esetén teljesiil,

hogy 0(0(f)) = 0(f) es 0(6(g)) = 0(g) [17, 54, 84].

3.4.2. F6bb eredmények

A fuzzy durva halmazok analizise soran tobb lényeges allitast kijelentettem
és bizonyitottam. Ezek a kutatasom két {6 eredményéhez vezettek. Az egyik
f6 eredmény az aldbbi reprezentécios tétel.

3.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (ID) feltételei teljesiilnek, és legyen (U, 0) egy
fuzzy approximdcios tér, ahol 0 eqy véges értékkészletd ®-hasonlosdgi reldcio,
valamint F,G € F(U). Ekkor (F,G) pontosan akkor egy véges értékkészle-
td fuzzy halmazbol szdrmaztatott fuzzy durva halmaz, ha az aldbbi feltételek
teljesiilnek:

(1) G € Fir(d), F € Fin(0), G < F, tovdbbd F és G véges értékkészletiek;
(2) Ha & egy olyan mazimdlis €(G)-osztaly, amelynek minden {a} C & eleme
egy maximdlis E(F)-osztaly, akkor létezik olyan u € & elem, amire G(u) =
F(u);

(3) Ha E egy olyan mazimdlis E(F)-osztdly, amelynek minden {a} C FE
eleme egy mazximdlis £(G)-osztdly, akkor létezik olyan v € E elem, amire

G(v) = F(v).

A bizonyitasban egy konstrukciot is megadtam egy olyan f fuzzy halmaz
megadasara, amelyre F' = 0(f), G = 0(f).

A haloelméleti vizsgalat soran pedig az alabbi tételt jelentettem ki, és
bizonyitottam.
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3.21. Tétel. Legyen 0: U x U — L eqy hasonldosdgi reldcio véges értékkész-

lettel, és tegyiik fel, hogy * ©® y = min(x,y), x >y := maz(n(z),y), ésn egqy

involutiv negdtor, amire n(L) C L.

(i) Ha a N\ fi;, NO(f:), f; € F(U,L), i € I fuzzy halmazok véges értékkész-
il el

letiek, akkor a (Q(fl),g(fl)), i € I fuzzy durva halmazok infimuma létezik

(FR(U, L), <)-ben, és komponensei véges értékkészletiek.

(ii) (1, <) = ({(&()), 0())) | f € Fy-(U. L)}, <) egy hilo.
(i1i) Ha U vagy L véges, akkor (FR(U, L), <) egy teljes hdlo.

3.4.3. Ujdonsag és hasznosithatosag

A fuzzy referenciahalmazzal rendelkezd fuzzy durva halmazok rendezési struk-
turai a szakirodalomban kevésbé vizsgalt teriiletnek szamitott, igy a kapcso-
16d6 reprezentacios tétel és a haloelméleti vizsgalat egyarant 4j eredmények.
Az altalanosabb eset vizsgélata lehetGséget ad tovabbi kutatasi iranyvona-
lak feltarasara — az el6z6 eredményekkel kombinalva megfelels alapot adhat
példaul multigranularis fuzzy durva halmazok vizsgalatanak.

3.4.4. IV. TEZIS

Az altalanosabb keretrendszerben — tehat fuzzy approximacios tér-
ben és fuzzy referenciahalmaz esetén — kijelentettem és bizonyitot-
tam egy reprezentacios tételt, amely megadja, hogy véges érték-
készletl fuzzy hasonlosagi relacié esetén milyen feltételek mellett
alkot fuzzy durva halmazt egy fuzzy halmazpar. A konstruktiv bi-
zonyitasban egy eljarast is megadok, amivel elGallithat6é az a fuzzy
halmaz, aminek als6 és fels6 approximacidéja megegyezik az adott
fuzzy halmazparral. Ezenfeliil meghataroztam olyan feltételeket,
amelyek mellett a fuzzy durva halmazok halét, illetve teljes halot
alkotnak.

Tézishez tartozo publikacioim: [S9, S1]

3.5. Fuzzy durva halmazok alkalmazisa képtomoritésre

3.5.1. Elméleti hattér és el6zmény

Petrosino és Ferone 73] durva fuzzy halmazokon alapul6 képtomoritési mod-
szere alapvet@en egy blokkos tomoritést valosit meg sziirkearnyalatos képeken.
A kép minden pixeléhez annak fényerdssége (luminosity) alapjan rendel egy
fuzzy halmazt — igy a fekete szin 0 tagsagi értéknek, a fehér szin pedig 1 tag-
sagi értéknek felel meg. Maga a modszer harom fazisra bonthaté: kodtébla
felépitése, kodolas, dekddolas.
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A kddtdbla felépitésére tekinthetiink tigy, mint egyfajta "betanitasra". Ek-
kor az algoritmus feldolgoz néhany ismert képet. ElGszor a képeket egyforma
méreti (pl. 4 x 4-es) blokkokra osztjuk, majd minden egyes blokkon végig-
csusztatunk egy kisebb (pl. 2 x 2-es ablakot). A modszer néhény 1épését a
3.1. abra szemlélteti. Az ablakra ugy tekintiink, hogy adott lépésben ép-
pen egy (éles) ekvivalenciarelacio egy osztalyat mutatja. Erre az osztalyra
kiszamoljuk az also és a felsé approximéacidjahoz tartozo tagsagi értékeket, és
elhelyezziik ket egy vektorba.

HEN B EEEEEEEEEEEEEE

3.1. dbra. Blokkhoz tartozo vektor felépitése az ablak cstuisztatasaval.

A feldolgozas utan a tanitoképek minden egyes blokkjahoz megkapjuk a
hozza tartozo vektort. A keletkezs vektorhalmaz alkotja a kodtablat. Vi-
szont mivel ez nagyméretd lehet, ezért valamilyen vektorkvantalast célszeri
alkalmazni ra.

Miutan a mogottes modellt felépitettiik, vagyis til vagyunk a kodtab-
la felépitésének fazisan, dtadhatunk az algoritmusnak egy képet tomoritésre.
Ehhez el6szor a kodtabla felépitéséhez is hasznélt moédon blokkokra osztjuk
a képet, és minden egyes blokkhoz kiszamoljuk a kapcsolodd vektort az is-
mertetett moédon. Ezutdn megnézziik, hogy a blokkhoz melyik vektor all a
legkozelebb a kodtablaban, és a tomoritett képbe csupan annak sorszamét
helyezziik.

Dekodolas soran a tomoritett képben térolt sorszamok alapjan kikeressiik
a kodtablabol a megfelels vektorokat az egyes blokkokhoz, majd rekonstrual-
juk a pixeleket. Egy adott pixelre tekinthetiink tigy, hogy négy olyan ekviva-
lenciarelacio osztalyainak metszete, amelyekben a mozgoablak sarka volt az
adott pixel.

A pixelhez a vektorbol ki tudjuk olvasni a kapcsolodo négy ekvivalencia-
osztéalyhoz tartozo also és fels6 approximacio értékeket. Ezeket a durva fuzzy
halmazokon értelmezett szorzat felhasznalasaval Osszeszorozzuk, és megkap-
juk a képpont fényerdsségének also és felsé approximaciojat. Lokalis folyto-
nossagot feltételezve ezek atlaga adja a dekodolt értéket.

3.5.2. F6bb eredmények

A modszer {6 tovabbfejlesztési 1épése, hogy durva fuzzy halmazok helyett
fuzzy durva halmazokat hasznal — tehat az alkalmazott ekvivalenciarelacio is
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fuzzy. Ehhez altaldnositottam a durva fuzzy halmazokon értelmezett szorzés
miiveletét a kovetkez&képpen:

3.22. Definicid. Legyenek 601,02 : U x U — [0,1] fuzzy hasonldsdgi re-
laciok. Legyen o = inf{60,6,}, tovdbbd legyenek (L?) € RF(U,0;p) és
(9.9) € RF(U,0) fuzzy durva halmazok. Ekkor (f,f) és (g,9) szorzata

egy olyan (h, h) fuzzy durva halmaz az (U, ) approzimdcids térben, amire

h(z) = N\ {max(1 - o(z,y), f(v),9(v)) |y € U},
h(z) = \/ {min(o(z,y), f(y).5()) |y € U} .

Az approximéciés térhez valamilyen téavolsagfiiggs fuzzy tagsagi fiigg-
vénnyel megadott ekvivalenciarelaciot célszeri valasztani, példaul ¢ és r pi-
xelekre:

(3.5)

0(q,7) = max (0,1 —w-d(q,r)). (3.6)

A kodtabla felépitése és a kodolas soran a 2 x 2-es toloablak helyett (ami
egy éles ekvivalenciarelacionak felel meg) a téavolsagfiiggs 0 fuzzy relaciot
hasznaljuk. A dekodolés soran pedig a kép minden pixeléhez kapunk egy also
és egy fels6 approximécios értéket. Ezek viszont még nem az adott pixelhez
tartoz6 approximéciok, ugyanis a szorzas mtveletét végre kell még hajtani.
Ezutéan kapjuk csak meg a helyreallitott kép pixeleinek alsé és felsé approxi-
mécioit, amibdl atlagoléssal szamithatjuk ki a visszaallitott pixel szinét.

Mindkét modszert implementaltam, és a 2.6, képlet alapjan szamitott
PSNR értékeket Osszehasonlitottam. Blokkméretnek 4 x 4-et valasztottam
mindkét esetben, az altalam javasolt modszernél pedig ezenfeliil a hagyomé-
nyos euklideszi tavolsagot hasznaltam, #-nak pedig a 3.6 képletben talalhato
fiiggvényt alkalmaztam w = 0.75 értékkel. A tesztek sordn az adathalmazbol
véletlenszertien kivalasztottam ot kiilonb6z6 képet: ebbdl négyet a kodtabla
felépitéséhez hasznaltam, egyet pedig az igy kapott modell segitségével to-
moritettem, és visszaallitottam. Ezt megismételtem 20-szor. Tomoritéshez
Petrosino és Ferone eredeti modszerét, valamint az altalam javasolt, tovabb-
fejlesztett modszert hasznaltam.

A kapott PSNR értékeket a 3.1. tablazat mutatja. Ebbdl leolvashato,
hogy az esetek tulnyomo tobbségében az 1j algoritmus jobb PSNR értéket
produkal, tehat a visszaallitott kép jobban hasonlit az eredetihez az 1j elja-
rast hasznalva. Mindossze egyetlen olyan teszt volt (a tablazatban a 13-as
futtatési sorszammal rendelkezik), ahol Petrosino és Ferone eredeti modszere
jobb PSNR-t adott — azonban ekkor is csak kicsivel jobbat.
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Futtatas PSNR PSNR Futtatas PSNR PSNR
sorszama | (régi modszer) (0j médszer) sorszama | (régi modszer) (0j médszer)

1 28.2225 29.9399 11 24.9529 28.8005

2 25.2634 29.2819 12 19.3297 21.8729

3 24.7308 27.1482 13 31.4335 31.3789

4 23.8007 27.4343 14 20.3734 25.8441

5 21.9129 26.3070 15 28.4270 29.8161

6 24.8420 28.6957 16 25.1752 27.4108

7 20.5667 24.1792 17 22.2726 25.7903

8 26.8563 31.5673 18 20.5832 24.4854

9 30.9175 34.9920 19 25.2152 28.1125

10 27.7519 30.6260 20 25.5951 27.8098
Osszesitett PSNR-érték a javasolt Gj médszerrel: 27.1310
Osszesitett PSNR-érték a régi médszerrel: 23.7300

3.1. tablazat. A tesztek soran kapott PSNR értékek 6sszehasonlitasa.

3.5.3. Ujdonsag és hasznosithatésag

Mivel a koréabbi képtomoritési eljaras a durva fuzzy halmazokon alapult, igy
a tovabbfejlesztett algoritmus, ami fuzzy durva halmazokat és egy altalano-
sitott szorzés miiveletet hasznal, Gj eredményt szolgaltat. Az elvégzett kisér-
letek soran tapasztalt javulas tovabbi vizsgalatok elvégzésére ad motivaciot:
ugyanis fennall a lehetésége annak, hogy jobb paraméterezéssel, esetleg més
tavolsagfiiggvénnyel vagy fuzzy relacidval a javuléas fokozhato.

3.5.4. V. TEz1s

Kialakitottam egy fuzzy durva halmazokon alapulé képtomoritési
eljarast egy durva fuzzy halmazokon alapulé korabbi mdédszer to-
vabbfejlesztésével. Az altalam javasolt procedira mar az altalano-
sabb fuzzy durva halmazokat veszi alapul, amihez altalAnositottam
a durva fuzzy halmazokon végzett szorzas miiveletét is. A régi és az
1aj eljarast is implementaltam, valamint Osszevetettem a keletkezs
tomoritett képek mindségét tobb tesztfuttatas soran. Az eredmé-
nyek alapjan az altalam javasolt médszer konzisztens médon olyan
tomoritett képet eredményezett, amelynek PSNR értéke altalaban
jobb.

Tézishez tartozo publikacioim: [S2, S3|
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4.1. OSSZEFOGLALAS ES KUTATAS IRANYOK

A kutatasaim sorédn a durva halmazok modelljének altaldnosabb véltozatait
vizsgaltam f6ként haloelméleti szempontbol. Az egyik altalanositott modellt
a multigranuléris durva halmaz koncepci6jabol kapjuk, amikor az approxima-
ciok meghatarozasahoz nem egyetlen ekvivalenciarelécié tartozik, hanem tobb
is. Ebbdl kiindulva kétféle megkozelitést is elemeztem haldoelméleti szempont-
bol: az optimista és a pesszimista valtozatot. A koherens relaciok fogalmat
altalanositottam n relaciora kétféleképpen, majd a kapott feltételek segitsé-
gével beazonositottam, hogy az optimista és a pesszimista multigranuléris
durva halmazok, mikor alkotnak teljes halot vagy akar teljesen disztributiv
halot. Mivel altalanos esetben a multigranularis durva halmazok csak rész-
benrendezett halmazok, nem feltétleniil halok, igy vizsgaltam az optimista
multigranularis durva halmazok &ltal alkotott rendezési struktira Dedekind—
MacNeille-kiterjesztését is. Ismertettem tovabba néhany alkalmazast is az
informacios rendszerek és az ajanlorendszerek teriiletérdl.

A durva halmazok modelljének és a fuzzy halmazok modelljének vegyi-
tésére tobbféle megkozelités 1étezik attol fiiggden, hogy a referenciahalmazt
vagy az approximacios teret (az alaprelaciot) fuzzyként kezeljiik. Elgszor azt
az esetet elemeztem, amikor a referenciahalmaz éles, az approximécios tér vi-
szont fuzzy. Megvizsgaltam, hogy a fuzzy also6 és fels§ approximaciok magja
vagy tartdja hogyan viszonyul a fuzzy alapreldcié magja vagy tartoja altal
szarmaztatott (hagyoméanyos) also és fels§ approximéciokhoz. Megmutattam
tovabba, hogy az éles referenciahalmazzal rendelkezé fuzzy durva halmazok
haldja izomorf a fuzzy relacié magja altal szarmaztatott durva halmazok halo-
javal. Tovabba megmutattam, hogy ilyen tipusi fuzzy durva halmazok esetén
az egzakt fuzzy halmazok megegyeznek a szarmaztatd fuzzy relacio tartdja-
nak egzakt halmazaival, pontosabban az el6bbi tagségi fliggvénye egyezik meg
az utobbi karakterisztikus fliggvényével.

A durva fuzzy halmazok esetén az approximacios tér éles, a referenciahal-
maz pedig fuzzy. Ennél egy altalanosabb esetet vizsgaltam, ugyanis nemcsak
a [0,1] halmazon vizsgaltam a keletkez$ algebrai struktirat, hanem altala-
nosabban egy L halon. Megmutattam, hogy az £ C U x U ekvivalenciare-
lacio altal indukalt durva L-fuzzy halmazok esetén az L halo tulajdonsagai
atoroklsdnek az ezekbdl képzett RF (U, L) héalora: ha L egy pszeudokomple-
mentumos, (L,) osztalyba tartozé halo, akkor RF (U, L) is pszeudokomple-
mentumos, és ugyanabba az osztalyba tartozik; ha L Heyting-algebra, akkor
RF(U, L) is Heyting-algebra; ha L egy De Morgan-algebra struktirajat veszi
fel, akkor RF (U, L)-en is indukalhaté De Morgan-algebra, és forditva. Ezek
a tulajdonsagok lényegében annak kévetkezményei, hogy RF (U, L) izomorf
a L% és L halok egy speciélis szubdirekt szorzataval. Vizsgaltam ezenfe-
lil, hogy a durva L-fuzzy halmazok hal6jan mikor definialhaté haromértékd
Lukasiewicz-algebra, kapcsolatot teremtettem a durva L-fuzzy halmazok és
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a durva relaciok kozott, és kiilon kidolgoztam, hogy L = [0, 1] esetén mi-
lyen tulajdonsagokkal rendelkezik RF (U, [0, 1]]). Megmutattam azt is, hogy
a durva L-fuzzy halmazok haloja a ZF (U, L) intervallumértéki fuzzy halma-
zok halojanak egy teljes részhalojat alkotja. Tovabbé megfogalmaztam egy
reprezentacios tételt arra vonatkozoan, hogy egy (f,g) L-fuzzy halmazpar

Az altalanosabb fuzzy durva halmaz modell esetén az approximacios tér
is és a referenciahalmaz is fuzzy. Az als6 és fels6 approximéciokhoz kap-
csoloddan definidltam két kvazirendezést. A belgliik szarmaztatott ekviva-
lenciarelaciok segitségével megadtam a fuzzy durva halmazok reprezentacios
tételét, amely meghatarozza, hogy egy fuzzy halmazpar milyen feltételek tel-
jestilése esetén felel meg egy fuzzy durva halmaznak. A kvazirendezések és
a bel6liik szarmaztatott ekvivalenciarelaciok tulajdonsagait szintén részlete-
sen targyaltam. Ezenfeliil olyan feltételeket is megfogalmaztam, amelyeknek
a teljesiilése magéval vonja, hogy a fuzzy durva halmazok hélot alkotnak,
tovabba vizsgaltam annak tulajdonsagait.

Bemutattam ezeken feliil egy képtomoritési alkalmazast is, ami egy 2009-
ben publikalt modszer |73| tovabbfejlesztett véaltozata. Az eredeti eljaras a
durva fuzzy halmazok modelljén alapszik, amit tulajdonképpen jellemz&kinye-
résre hasznal, majd a kapott jellemz6vektorokon végrehajt egy kvantalast. A
kép visszaéllitdsa a durva fuzzy halmazokon értelmezett szorzas miivelete se-
gitségével torténik. Az altalam javasolt modszer az altalanosabb fuzzy durva
halmazmodellt veszi alapul, ahol mar nemcsak maga a pixel tekinthetd fuzzy
halmaznak a fényerdssége (szinértéke) altal, hanem a pixelek kozotti téavolsag
is meghataroz egy fuzzy hasonlésagi relaciot. Az eljaras a pixelekhez meg-
hatarozott fuzzy also és fels6 approximaciokat blokkonként egy-egy vektorba
helyezi el, majd ezen a vektorhalmazon hajt végre egy redukciot (kvantalast).
A dekodolas soran pedig egy altaldnosabb, fuzzy durva halmazokon értelme-
zett szorzasmiiveletet hasznalok. A tesztfuttatasok azt mutattdk, hogy az
altalam javasolt algoritmus esetén a tomoritett kép mindsége a PSNR érték
alapjan konzisztens médon jobbnak bizonyult. A jov6ben szeretnék atfogdébb
teszteket is végezni, ami vizsgélja, hogy milyen hatassal van a képmingségre
példaul a paraméterek valtoztatasa, més tavolsagfiiggvény, vagy masik fuzzy
hasonlosagi relacié hasznalata.

A disszertacidban targyalt témakorok széamos kutatasi iranyvonalat fel-
tarnak. A jovGben szeretném jellemezni a rendezési strukturait a multigra-
nularis durva halmazok és a fuzzy halmazok kombinalt modelljeinek is. A
fuzzy durva halmazmodell esetén szeretném megvizsgalni annak lehetGségeit,
hogy mennyire lehet enyhiteni a jelenlegi eredményekhez felhasznalt véges-
ségi feltételeken. Amennyiben a fuzzy durva halmazok halot alkotnak, az
nem feltétleniil disztributiv. Igy nyitott kérdés tovabba az is, hogy az alta-
lanosabb keretrendszerben a fuzzy durva halmazok milyen feltételek mellett
disztributivak. A multigranularis témakornél targyalt alkalmazasi lehet&sé-
geket szeretném jobban kidolgozni, valamint javaslatot tenni a fuzzy modsze-
rekkel kombinélt valtozatra. Tovabba szeretnék egyéb alkalmazési lehet&sé-
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geket is vizsgalni, tobbek kozott a dontéselméleti durva halmazok [111] és a
jatékelméleti durva halmazok [32] altalanosabb (fuzzy és/vagy multigranulé-
ris) modelljeivel kapcsolatban. A bemutatott képtomoritési eljarast pedig az
id6dimenzié bevonésaval szeretném Kkiterjeszti vide6tomoritésre is.
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5.1. SUMMARY AND FUTURE RESEARCH DIRECTIONS

In my research, I studied more general variants of the rough set model pri-
marily from a lattice-theoretic perspective. One of the generalized models
arises from the concept of multigranular rough sets, where approximations
are determined not by a single equivalence relation but by multiple ones. I
analyzed two approaches from a lattice-theoretic viewpoint: the optimistic
and the pessimistic variants. I generalized the notion of coherent relations
to n relations in two different ways, and using the resulting conditions, I
identified when the optimistic and pessimistic multigranular rough sets form
a complete lattice, or even a completely distributive lattice. Furthermore,
since multigranular rough sets, in general, are only partially ordered sets and
not necessarily lattices, I also investigated the Dedekind—MacNeille completi-
on of the order structure formed by the optimistic multigranular rough sets.
I also presented several applications in the fields of information systems and
recommender systems.

There exist several approaches to combining the rough set model with the
fuzzy set model, depending on whether the reference set or the approxima-
tion space (the underlying relation) is treated as fuzzy. I first analyzed the
case where the reference set is crisp but the approximation space is fuzzy. I
examined how the core or support of fuzzy lower and upper approximations
relate to the (traditional) lower and upper approximations derived from the
core or support of the underlying fuzzy relation. I also showed that the lattice
of fuzzy rough sets with a crisp reference set is isomorphic to the lattice of
rough sets derived from the core of the fuzzy relation. Furthermore, I pro-
ved that in the case of such fuzzy rough sets, the exact fuzzy sets coincide
with the exact sets of the support of the fuzzy relation, more precisely, the
membership function of the former matches the characteristic function of the
latter.

In the case of rough fuzzy sets, the approximation space is crisp while the
reference set is fuzzy. I examined a more general case, since I considered the
resulting algebraic structure not only on the [0, 1] interval but on a lattice
L. T showed that in the case of rough L-fuzzy sets induced by an equivalence
relation F C U x U, the properties of lattice L are inherited by RF (U, L):
if L is a pseudocomplemented lattice belonging to class (L,,), then RF (U, L)
is also pseudocomplemented and belongs to the same class; if L is a Hey-
ting algebra, then RF (U, L) is also a Heyting algebra; if L has the structure
of a De Morgan algebra, then a De Morgan algebra can also be induced on
RF(U, L), and vice versa. These properties essentially follow from the fact
that RF(U, L) is isomorphic to a special subdirect product of the lattices
L and L. T also investigated under what conditions a three-valued Lukasi-
ewicz algebra can be defined on the lattice of rough L-fuzzy sets, established
connections between rough L-fuzzy sets and rough relations, and elaborated
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on the specific properties of RF (U, [0,1]). T also showed that the lattice of
rough L-fuzzy sets forms a complete sublattice of ZF (U, L), i.e. the lattice
of interval-valued fuzzy sets. Additionally, I formulated a representation the-
orem that characterizes when a pair of L-fuzzy sets (f,g) corresponds to the
lower and upper approximations of a fuzzy set.

In a more general fuzzy rough set model, both the approximation space
and the reference set are fuzzy. Based on the lower and upper approxima-
tions, I defined two quasi-orders. Using the equivalence relations derived from
them, I provided a representation theorem for fuzzy rough sets that charac-
terizes the conditions under which a pair of fuzzy sets corresponds to a fuzzy
rough set. I also discussed the properties of the quasi-orders and the derived
equivalence relations in detail. Moreover, I formulated conditions whose sa-
tisfaction implies that the fuzzy rough sets form a lattice, and I studied its
properties.

In addition, I presented an image compression application, which is an
improved version of a method published in 2009 [73]. The original procedure
is based on the model of rough fuzzy sets, which is essentially used for feature
extraction, then quantization is applied to the obtained feature vectors. The
image reconstruction is carried out using the product defined on rough fuzzy
sets. The method I proposed is based on the more general fuzzy rough set
model, in which not only the pixel itself is considered a fuzzy set (by its
brightness or color value), but the distance between pixels also defines a
fuzzy similarity relation. The procedure places the fuzzy lower and upper
approximations determined for each pixel into a vector for each block, then
performs a reduction (quantization) on this set of vectors. During decoding,
I use a more general product defined on fuzzy rough sets. The test runs
demonstrate that the quality of the compressed image is consistently better
using my proposed method in terms of PSNR value. In the future I would
like to perform more extensive testing, where I examine the effect of changing
the parameters, the distance function or the fuzzy similarity relation.

The topics discussed in the dissertation reveal several directions for further
research. In the future, I would like to characterize the order structures
of combined models of multigranular rough sets and fuzzy sets. Regarding
the fuzzy rough set model, I intend to investigate the extent to which the
finiteness assumptions used in the current results can be relaxed. If the fuzzy
rough sets form a lattice, it is not necessarily distributive. Thus, it remains
an open question under what conditions fuzzy rough sets are distributive.
I also plan to further elaborate on the application possibilities discussed for
multigranular rough sets and propose a variant combined with fuzzy methods.
Additionally, I would like to explore other potential applications, including
generalized (fuzzy and/or multigranular) models of decision-theoretic rough
sets [111] and game-theoretic rough sets [32]. Finally, I aim to extend the
presented image compression method to video compression by incorporating
the time dimension.
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5.2. THESES

I. THESIS

I investigated the order structures of optimistic and pessimistic
multigranular rough sets. 1 determined under what conditions
they form complete lattices and completely distributive lattices. I
showed that the increasing representation of optimistic multigranu-
lar rough sets coincides with the Dedekind—MacNeille completion.
I identified the conditions under which pessimistic and optimistic
multigranular rough sets form a completely distributive regular do-
uble Stone lattice. (The classical Pawlakian rough sets also form
such a lattice.)

My publications concerning this thesis: [S7, S6, S5|

II. THESIS

I showed that the lattice of fuzzy rough sets with crisp reference
sets and defined over a fuzzy similarity relation with a dually well-
ordered spectrum forms a complete lattice, which is isomorphic to
the lattice of rough sets defined over the core of the fuzzy rela-
tion. I examined the relationship between the support and core
of the lower and upper approximations of such fuzzy rough sets,
and the approximations defined over the support and core of the
fuzzy relation. I proved that the exact sets of the support of the
fuzzy similarity relation—more precisely, their characteristic func-
tions—coincide with the exact fuzzy rough sets (with a crisp refe-
rence set).

My publications concerning this thesis: [S8, S4]

I11. THESIS

I stated and proved a representation theorem that characterizes
when a pair of L-fuzzy sets corresponds to a rough L-fuzzy set over
a given (crisp) approximation space. I established a connection
between rough L-fuzzy sets and rough relations. I demonstrated
which properties of lattice L are inherited by the lattice of rough
L-fuzzy sets. I provided equivalent conditions for the lattice of ro-
ugh L-fuzzy sets to form a three-valued Lukasiewicz algebra.

My publications concerning this thesis: [S10]
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5. SUMMARY

IV. THESIS

In the more general framework—mnamely, with a fuzzy approxima-
tion space and fuzzy reference sets—I stated and proved a repres-
entation theorem that specifies the conditions under which a fuzzy
set pair corresponds to a fuzzy rough set, assuming a fuzzy simil-
arity relation with a finite range. In the constructive proof I also
provided the method to determine a fuzzy set whose lower and up-
per approximations match the given fuzzy set pair. Additionally,
I determined the conditions under which fuzzy rough sets form a
lattice, or even a complete lattice.

My publications concerning this thesis: [S9, S1]

V. THESIS

I developed an image compression procedure based on fuzzy rough
sets as an improvement of a previously proposed method based on
rough fuzzy sets. The procedure I propose is based on the mo-
re general fuzzy rough set model, for which I also generalized the
product defined over rough fuzzy sets. I implemented both the old
and the new method, and I compared the quality of the compressed
image in multiple test runs. According to the results, my propos-
ed method consistently outperforms the original method, generally
resulting in a compressed image with better PSNR value.

My publications concerning this thesis: [S2, S3]
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