Mechanika

Il. eldadéas

2026. julius 1.

Ill. eléadas 2026. julius 1.

1/30



7. Szerkezetek statikaja

7.2. Racsos szerkezet
— hidak, daruk, tavvezeték tartdé oszlopok, stb.

AY
3N o 2 4 8 2
3N ¢ w } 3 kN
N 5 !
4m 3 : -7 1 v3 kN
1 Fay, N 9 13
| FB!/
Fal 10 Z)B z
6
y3 kN 4
4m 4 m 4m 4m
>

adott: a racsos sikbeli szerkezet
kérdés: a tdmasztd ER, a rudakban ébredd belsd erék




7. Szerkezetek statikaja

a) tamaszt6 ER szamitasa
a teljes szerkezetre, mint egyetlen merev testre 3 egyensulyi egyenlet:

> Fx=-3+Fn—8=0 = Fa=6kN —

Mp,=0=—8Fs +3-4+3-4+3-4-3-4 = Fp =3kN 1
> Fp=3-83-3+Fg =0 = Fg, =3kN 1

Fj,=68c+38, kN, Fg=38, kN
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7. Szerkezetek statikaja

b) a belsé ER szamitasa (rud iranyd erdk)

alapfeltevések:
@ arudak sulya elhanyagolhaté
@ arudak a csomépontokban csukldkkal kapcsolédnak egymashoz
@ terhelés csak a csomépontokban hat

csomopont modell rajz

kévetkezmény: a rudakban csak radiranyl erék ébrednek, jele: N § 0, tehat példaul a 7-es rud
esetén: Ny
eléjelek:
@ N > 0, ardd huzott
@ N =0, arud terheletlen (vakrad)
@ N < 0, arad nyomott
a raderék meghatarozasa:
@ csoméponti médszer (anyagi pont egyensulya)
@ atmetszd moédszer (merev test egyensilya)



7. Szerkezetek statikaja

példa: Ny és N>, meghatarozasa: C csomoépont, mint anyagi pont nyugalma:

geometriai egyenlet:

3 kN

Niy
=1 = Niy=N
N1x 1x 1y

egyensulyi egyenletek:

D Fp=-Ny=0 = Ny=0

D Fk=-83+No=0 = Npo=3kN ¢+ ——

Tehat az 1-es rud vakrid (Ny = 0), a 2-es rud pedig hlzott (N, = 3 kN). Hf. az N3 és Ng erdk

meghatarozasa az A csomépont nyugalmabol.
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7. Szerkezetek statikaja

példa: Ny, N5 és Ng ruderék meghatarozasa atmetszd moédszerrel
geometriai egyenlet:

3 kN LN,
N - N
Nsy =1, = Nsy=Ns, |
> N,
egyensulyi egyenletek: 6 kN Nayy N5
) Ns
> Fy=383-Nsy=0 = N5y =3kN | 3 kN

tehat N5y, = Nsx = 3 kN
nyomatéki egyenlet N5 és Ny hatdsvonalanak
metszéspontjara:
Md:O:—3'4+3~4+4N4 = N4:0

igy a 4-es rud vakrad.
D Fe=-3+6+3+Ng=0 = Ng=-6kN «

Osszefoglalva: Ny = 0 vakrid, N5 = /32 4+ 32 = 4,24 kN < — — h(zott, Ng = —6 kN — — «
nyomott
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8. Rudak igénybevételei

Alapfogalmak:

@ rud: olyan 3D-s test, amelynek egyik geometriai mérete lényegesen nagyobb (hossz),
mint a masik két irany( mérete

@ rud kézépvonala: a rid keresztmetszeteinek sulypontjait 6sszekétd fiktiv vonal

@ rud modell: a rudat a kdzépvonalaval helyettesitjik, és a mechanikai jellemzéket
(terhelés, stb.) ehhez a vonalhoz kétjik

@ prizmatikus rud: egyenes kézépvonald, allandé keresztmetszeti rad



8. Rudak igénybevételei

8.1 A rud bels6 erérendszere és igénybevétele

@ terhelés utan tartdés nyugalomba
kertlt rudat képzeletben elmetszik,
az elmetszett keresztmetszetben
fellleten megoszlé belsé

ER mikddik: siirliségvektora p [#]
@ az F(x, y) keresztmetszeti

pontban p(x, y) a terhelés
@ elemi .

erd az F helyen: dF = pdA = pdxdy
@ a sllypontba redukalt vektorkettds:

€. normalist lap —é, normaélisu lap

F= [PdA Ms= [ Fx pdA
(4) *)



8. Rudak igénybevételei

A rud keresztmetszetének igénybevétele (értelmezés): a rud keresztmetszetében megoszIo

belsé ER-nek a keresztmetszet S sulypontjaba redukalt vektorkettdsét (F‘ ; II7IS) arud
igénybevételének nevezzik.

@ azigénybevételek dsszetevi:

ﬁ = N + T- H MS = MC -+ Mh

~—~ ~—~ \ , \ ,
rader  nyiréers csavarényomaték  hajlitbnyomaték

@ + eldjellel értelmezett igénybevételek:
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8. Rudak igénybevételei

8.2 A pozitiv eldjelll igénybevételek

szemléltetése az elemi ridszakaszon x,y Y
Haa Ty, N>0 N<O
e .. . s ——t—t—— -
T}f,,_ N, Mpy, Mp, és Mc lgenybevetele,lf pozitiv . z . 2
eldjelliek, akkor a redukalt vektorkettds T, >0 T, <0
a pozitiv 8, normalist keresztmetszetben: -
F = —T.&— T, + Né : ’ : )
_ Xe’i ye}'j ez’_‘ Yoo Yo <o
Mg = Myex — Mhyey + Mce; 4?_’_'_1—'” 4&_’_'_1—'2
z,y .y
M, >0 M, <0
z z
x p
My >0 My, <0
Y M0 Y Mu<o0
2 2
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8. Rudak igénybevételei

tort-vonall tart6 esetén az igénybevételek abrazolasa (sikbeli eset)

z szerepét az s ivkoordinata veszi at
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9. Rudak igénybevételi abrai

igénybevételi abra: terhelés utan tartés nyugalomba ker(lt rid keresztmetszeteiben ébredd
igénybevételeket a rud kbzépvonala mentén dbrézoljuk

9.1 MegoszI6 erérendszerrel terhelt rud egyensulyi egyenletei

a) terhelés az yz sikban

adott: f,(z) 4

™~

‘ fye
N
M @ Az w]\[m + A My,
TM 2 T:z/ + AT:z/
~~
Az Furlz

Feltételezések: f,(z) a vizsgalt szakaszon folytonos



9. Rudak igénybevételi abrai

a Az hosszUsagu rad-darabra haté ER egyensulyi:
é: 0=0

AT, . .
Y = f, differencia-egyenlet

& Ty+fyAz—T,—AT, =0 = e
R T
%ﬁz) =fy(z) (1) azerbk egyensulya y iranyban
Ex: Mo = My + Ty% +(Ty JFATy)% + Mpyx +AMhX] 8 =0
% =-Ty - Aly differencia-egyenlet

A
Ty Az + AMpy + ATy; =0
hataratmenet: Az — 0; AT, — 0

thX(z) _ ny(Z)

dz
az (1) és (2) két linearis, kozonséges, elsérend, allandé egydtthatés differencial-egyenlet (DE)
2026. jalius 1. 13/30

(2) nyomatéki egyensulyi egyenlet

Ill. eléadas
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9. Rudak igénybevételi abrai

A DE-k megoldasa integralassal

) _ (2
| 1
/%dz - /dry = T,() - T,(0)
0 0

!
() = 1,0+ [ )z
0

tetszbleges z helyen:

z
Ty(z) = Ty(0) + / fy(¢)d¢ (1) egyenlet integralis alakja
¢=0

z
Mpx(2) = Mpx(0) — / Ty(Q)d¢  (2) egyenlet integrélis alakja
¢=0
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9. Rudak igénybevételi abrai

b) terhelés az xz sikban, analégia alapjan:

z

0 d:ﬁz)zfx(z) & T(2) = TH(0) + / (C)dC
¢=0
dm, [
@) g};(z) =-Te(2) = Mp(2) = My (0) - / Tx(¢)d¢

¢=0
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9. Rudak igénybevételi abrai

9.2 Egyenes rudak igénybevételi abrai:
y

F

Ty (2)

_F

s

.

Ill. eléadas

AY
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9. Rudak igénybevételi abrai

Lo i,
e I
I
A2 Ly(2) i i 21 (2) i
S ﬁMl
! | - L -
(LTI = LTI o
| ! . | !
My (2) ;%a i Mho(2) M } iMl
I
I
" >

W z
7%17



B) Szilardsagtan



1. Matematikai alapfogalmak

A Szilardsagtan targya: terhelés utan tartés nyugalomba kerdlt szilard testek elmozdulasi,
alakvaltozasi és fesziiltségi allapotanak vizsgalata, szamitasa, teherbiré képességik
meghatarozasa (méretezés, ellendrzés)

1.1 Vektorok szorzatai

a) Skalaris szorzas...

b) Vektoridlis szorzas...

kétszeres vektoridlis szorzas (kifejtési tétel):

()01
[~

@ax (bx &) =b(a- &) —&@-b)

[~

(3x b)x &=b(a-&) —adb-c)



1. Matematikai alapfogalmak

c) Diadikus (v. tenzorialis) szorzas
do b= C: masodrendii tenzor

kiszamitas adott KR-ben

[ bx by bz ]
- ¥ _ ax axbx axby axb; _ G Gy Cx
[ao b] - [Q] - b =| Gx Cy Gy
= ay aybx ayby ayb: c c c
az azbx asby azb: =y =

a tenzornak 9 db koordinataja van, pl.: Cxx = axbx, Cyz = ayb;, stb. Tulajdonsag:

ébx éby gbz QT ax
[ g] =| S =~ <~ |=| b
i éx Cy C 7 QT a,



1. Matematikai alapfogalmak

Cinvarians (KR-6! fiiggetlen) alakja az oszlopaban allo vektorokkal:

igazolas:

[Ceo] =
(608 =

6.05]-

g:éxoéx+éyoéy+ézoéz

axbx
aybx
arbx

axby
ayby
azby

axbz
ayb;
arbz

[0 1
[0 0
Ill. eléadas

axbx
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1. Matematikai alapfogalmak

A diadikus szorzat nem kommutativ:
. bx bxax bxay bxaz
b [e] 5 = by [ ax ay a ] = byax byay byaz = {QT]
bzax bzay b:az o
Ez a matrix C matrixa a f6atlora tikrozve (transzponalt). Kévetkezmény:

bod= <505)T; dob= (boé)T
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1. Matematikai alapfogalmak

1.2 Tenzoralgebra
@ nulladrendii tenzor: skalar, 3° = 1 eleme van
@ elsérendi tenzor: vektor, 3! = 3 eleme van
@ masodrendii tenzor: tenzor, 32 = 9 eleme van
o
(*)

n-edrend( tenzor: 3" eleme van
a) alapmiiveletek:
@ tenzorok dsszeadasa/kivonasa: A+ B=C pl.: Cx = Ax £ B, stb.
@ tenzorok egyszeres skalaris szorzata: A- B =D pl.: xyz KR-ben

Ax Ay Axz Bxx  Bxy Bxz Dxx Dxy Dxz
Ax Ay Az Byx By Byz | =| Dx Dy Dy
Az Az Az Bz Bzy Bz Dzx Dzy Dz

ahol Dxx = AxxBxx + AxyBxy + AxzBzx, Dzy = AzxBxy + AzyByy + AzzBzy, ... , stb.
@ két tenzor kétszeres skalaris (belsd) szorzata:

é' g =8 =AxBxx + AxyBxy + AxzBxz + ... + AzzBzz

9 tagbol all6 6sszeg



1. Matematikai alapfogalmak

@ tenzor és vektor skaléris szorzata:
~ A Axy Axz Cx AxxCx + AxyCy + AxzCz Vx
A-c=v=| Ax Ay Ap ey | = | Axex+Ayc +AzC | = v
Az Az Az Cz AzxCx + AzyCy + AzzCz Vz

legyen A = dob, vagyis Axx = axbx, Axy = axby, stb. Ezeket helyettesitsik be a fenti v
vektorba:

oL
~—

Vx = axbxCx + axbycy + axbzc; = ax(bxcx + bycy + bzcz) = ax (5~

(=1}
oL
~—

vy = aybxCx + aybycy + aybzc; = ay(bxcx + bycy + bzc;) = ay (

ol
~—

VZ = aZbXCX + azbyCy + azszz = az(bex + byCy + szz) = ax <B M

kovetkezmény: v = @ (5- 6), letve v=A-¢ = (é’o 5) - 6, tehat
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1. Matematikai alapfogalmak

b) szimmetrikus és aszimmetrikus tenzorok:

értelmezés: az A tenzor szimmetrikus, ha A = AT

koordinatakkal: Axy = Ayx, Ayz = Azy, Azx = Axz, kbvetkezmény: a szimmetrikus tenzornak 6
figgetlen koordinataja van

értelmezés: az A tenzor aszimmetrikus (ferdeszimmetrikus) tenzor, ha A = —AT

koordinatakkal: Ay = Ay = Az = 0 a féatloban, Ay = —Ayx, Az = —Azy, Azx = —Axz,
kovetkezmény: 3 zérustél kildnbdzo, fliggetlen koordinataja van

@ aszimmetrikus tenzor vektor invariansa: ha A aszimmetrikus, akkor létezik olyan & vektor,
hogy A- vV = @ x V, ahol V tetsz6leges, és & az A vektor invariansa

0 —-a: ay Axy = —az = —Apx
A métrixa: az 0 —ax Ayz = —ax = —Azy
—ay  ax 0 Azx = —ay = —Axz
a—= Azyéx + széy + Ayxéz
igazolas:
0 -a; a Vx —azvy +ayv;z
az 0 —a v | =| aw—awv: |=[axV]
—ay ax 0 Vz —ayVx + axVvy
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1. Matematikai alapfogalmak

c) az egységtenzor

értelmezés: olyan tenzor, amelynek a féatléjaban 1 4ll, a tébbi koordinataja zérus
jele: 1

matrixa:
1 0 O
0 1 0 invarians el6allitdsa: 1 = 8x 0 8x + 8, 0 &, + 8, 0 &;
0 0 1 B

tulajdonsaga: 1 - V = ¥ barmely ¥ esetén



1. Matematikai alapfogalmak

1.3 A homogén, linearis vektor-vektor fliggvény
a) skalar-skalar flggvény: y = f(x)

inhomogén linearis figgvény: y = mx + b
homogén linearis figgvény: y = mx

b) vektor-vektor figgvény: w = f(V)
homogén linearis vektor-vektor fliggvény:

Wy = AxxVx + AxyVy + AxzVz
Wy = AyxVx + Ay vy + Ayzvz
W; = Az Vx + AzyVy + Azz vz

invarians alakban w = A - vV a homogén lineéris vektor-vektor fliggvény legaltalanosabb alakja,

ahol A a figgvény operatora
jelentése: a tér V vektoraihoz a tér w vektorait rendeljiik hozza
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1. Matematikai alapfogalmak

@ bazisvekiorok leképezése (xyz):

A8y = Wx = Awxbx + Ayx8y + AxxE; = Ay A| 1. oszlopa
A -8 =Wy =Ay8 +Ay8y + Ay 8. =A, |A| 2. oszlopa
A-8; = Wy =AuBy+ A8, + A28, =A; |A| 3.oszlopa

@ homogeén lineéris fliggvények tulajdonsagai:

»

7\71+é|7‘2:j(|71+|72)

1>
—
>
<
~—
Il
>
1>
<!



1. Matematikai alapfogalmak

1.4 Tenzormezok
a) értelmezés:

@ skalarmezb: f(F) = f(x,y,z); F = x€x + y€, + z&;
@ vektormezd: V(F) = V(x,y, z)
@ tenzormezé: A(F) = A(x,y, 2)
V=28 a%éy + £ & a "nabla" operator xyz KR-ben
b) tenzormezoék differencidlasa (megvaltozasok szamitasa)

@ skalarmez6 gradiense: f = f(x, y, z) (egyvéltozds eset: f/(x) = g—)':, df = f/(x)dx)

of of of
df = — = =
adeJr 8ydy+ 8zdz
df = (grad f) - dF = (fV) - dF = (V) - dF
of of _ of _,

df=VFi=fV=_—é+— —
gral Ox x+8yey+az z

df = dxéy + dyé, + dz€;



1. Matematikai alapfogalmak

@ vektormezd gradiense: V = V(x, y, 2)
jobb oldali gradiens: VoV = V

bal oldali gradiens: V o v = V'

9 Avy vy dvz

N wero | B i on g
V] =[voi] = y |l w v l=1 9 5 o
Avy vy dvz

@ a V(F) vektormezd megvaltozasa: dvV = (Vo V) - df = dF - (V o ¥)
@ vektormezd divergencidja: d =vV-V =V -V = % + Ty + ‘9— =div v
@ vektormezd rotacidja: a=Vx V=-V x V

vy  OVz. _Ovz  Ovx _ 9w Oy

- - _ _Z > - _ 2

a = —— — —; ay= ; =
X 0z oy Y7 ox 0z oy ox



