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6. Tiszta hajlitas

Igénybevétel csak hajlitonyomaték (Mp)
Egyenes hajlitas: M, = M, és x vagy y szimmetriatengelye a keresztmetszetnek.

Alapkisérlet:
Y
S >
% 2 HHE %z




6. Tiszta hajlitas

A kisérlet targya:
a rud tisztan hajlitott / hosszusagu darabja:
Kisérleti tapasztalatok:

@ meggdrbdl a rud

@ /=p¢; a meggdrbilt rad kézépvonala,
melynek hossza nem valtozik

@ a keresztmetszet
torzul, de sik marad és meréleges
marad a meggorbilt kdzépvonalra

@ az Aés B elemi keresztmetszet
darabok alakvaltozasa az abran lathaté

@ nincs y szdgtorzulas




6. Tiszta hajlitas

Bazisvektorok deformacioja:

&y

\X
y>0=¢67>0ex=¢y<0 é, é,
~ B g,
. R g,
itt a hosszanti szal nyulik, NS
D% ] e
A\ 7
y<0=¢e;<0,ex=¢y>0 £\ N

itt a hosszanti szal zsugorodik
Kis forgés és alakvaltozas:

©x, py <<1 0
~y0 &0 &0 0. cq (& FF
y=y% &3 €p €7



6. Tiszta hajlitas

Tehat az alakvaltozasi tenzor:
Ex 0 0
[A]: 0 e 0
- 0 O

(4

Tapasztalat:
Ex :&‘y =Ek=—VEz

1-1° _(p+y)¢1-pd) _y

E7=——=

10 PP p
vagy
£z =KY; itt: x = % a gbrbulet
tehat
A=A(y)
Feszlltségi allapot:
0 0 O
07=Eez=—y = [1]: 0 0 0
- 0 0 Oz



6. Tiszta hajlitas

A feszliltségeloszlas:

, N . E .
Y Y pz=0z8z= Eyez
IR o
S —gyr [ R:X9x+yey
M :
— i-szfpsz:E fydA -0
[ A P
! N —
" ! 0 mert O=S
- P - - E
0 MS:fopsz:f(xex+yey)x(Ey)dA:
A A

E . E .
= ——fxydAey+ —fyszex
P A P A

Itt iy = [ y2dA az (n. x tengelyre szamitott masodrendii (tehetetlenségi) nyomaték, Ixy = [xydA
A A

pedig az xy tengelyparra szamitott masodrend(i nyomaték.



6. Tiszta hajlitas

Pl.: téglalap keresztmetszet

Yy
b
2 313
b Ix = y2dA=a y2dy= al =
z 3 b
A _b 2
2
b3 ab®
382 " =T

hasonléan: I, = %
Ixy = [ xydA =0, mert van szimmetriatengely.
A

Most lxy =0, I'gy £ E E
MS:*;lxyéy+leéX = MS: ;lXéX:MhXéX

Kovetkezmény:

E
Mpy = —1,
hx o X

2026. julius 2. 7135



6. Tiszta hajlitas

igy a fesziiltség:
_ Mhx

Oz =

y

Ix
Az Un. zérusvonal: oz =0 vonal y = 0-nal. A zérusvonal parhuzamos My, -szel (a hajlitas
tengelyével). Abrazolas:

Maximalis feszlltség:

Y Yy

M| IMpy|

0 zmax = Omax = lhx Ymax = KhX

M <0 My > 0 » -
N "
Kx = yrﬁxax az x tengelyre szamitott
keresztmetszeti tényez6. Példaul téglalapra:
K o322 _a?
*“q2b 6



6. Tiszta hajlitas

Pl.: kdér keresztmetszet

Csavarasnal mar lattuk, hogy

4

[ R2gaz [(x2.2\ga L™

/p_fR dA_f(x +y?)dA=
A A

Ix = [y2dA
A Iy =1,
ly=[x2dA [ = X7V
A
lb d*n
b=htly = hk=ly=75="r
bk _d2_dx
_}/ma)(_d/z_ 64 d_ 32
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6. Tiszta hajlitas

Jellemz6 alakvéltozas

»

VI. eléadas

2026. jalius 2.

10/35



6. Tiszta hajlitas

Alakvaltozasi energia:

2

1 1M
U=Wi=sMnxdi=3 ,Xh;:i

My,

Méretezés — ellendrzés:

[Mpx|
Omax = Khx
X

Ellenérzés:
Tiell
omeg = — =

Ha omax < omeg megfelel; ha omax > omeg Nem felel meg.

Méretezés:
|th| |th|

= RNxsziks
g

SUmeg = K)(Z
Ome



|
6. Tiszta hajlitas

Altalanositas:
— szimmetria tengely:

[ ! AY AY

5 SN .
=" v, M, M,

— y tengely iranyd hajlité nyomaték: Mhy

AY
My | JL {7
L%
|
;
X
_ My
Oz = I
y
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6. Tiszta hajlitas

Tehetetlenségi jellemzdk:
S pontra a statika nyomaték zérus:

fdi:fydA:o
A

A
tengelyre:
/X:fysz; /y:fxsz

A A

tengelyparra:
by = [ xydA
A
tehetetlenségi vektor és tenzor definicié szerint:
Tn= f B (fix B)dA=1

A kifejtési tétel: &x (bx &) =b(a-¢)-¢(a-b)

13/35
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6. Tiszta hajlitas
Legyen példaul n=éx

szfﬁx(éxxﬁ‘ dA f fn’ é R]dA f[(XZ+y2)éx—x(xéx+yéy)]dA:
A A
:fyZdAéx—fxydAéy
A
—— ——
I by
7)( :!S'é)(:lxéx—lxyéy

Legyen példaul n=@&y

Tnyhx(éyxR JdA= f ~(B-&y)R|dA= f[(x2+y2)éy—y(xéx+yéy)]dA:
A A A
:_fxydAéX+fx2dAéy
A A
—— ——
Ixy ly

7}/ :!S . éy = 7/Xyéx + /yéy
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6. Tiszta hajlitas

igy a stlyponti tehetetlenségi tenzor:

:s] [ Ix =Ixy

Iy ly

Steiner-tétel:

Iy :fy’sz:f(y+y3A)2dA:
A A

:fysz+2ySAfydA+y§AA
A A

——
0

Tehat Iys = Ix +y3,A

Ao | 2
Hasonléan: Iy, = Iy+xSAA

Ity :fx’y’dA:f(X+XSA)(y+ySA)dA:fxydA+xSAfydA+ySAfdi+xSAySAfdA:
A A A A A A

= lxy + XsaYsAA



|
6. Tiszta hajlitas

!S fétengely-problémaja:

:S.
!s'"_’lJL:O > (!S—Al) n=0
lﬁ
Kifejtve:
Ix—/l —lxy Nx _ 0
—Ixy ly—A ny - 0

Trividlistol eltéré megoldas:
det(1g—A1) = (Ik=2)(ly 1) - /5, =0
Kifejtve nyerjik az un. karakterisztikus egyenletet:

22— (Ix+1ly)A+Ixly—12,=0
_~,_4

det!S

Mindig van valés megoldéasa: A =1{; Ao =l #I4



6. Tiszta hajlitas

Visszairva szamithaté a fétengelyt kijeldld iranyvektor két koordinatajanak aranya:

=l —lyy ” Ny
ﬂ1y

_|0 Mx _
_le /y—l-| _l 0 ] = n1y_

Féiranyok:




6. Tiszta hajlitas

Ferde hajlitas: tetszéleges keresztmetszet, tetszbéleges IT/IS
Tapasztalat: van semleges tengely,
ez a &, mely koril a keresztmetszet elfordul

MS:Mxéx+Myéy, ﬁzxéx‘Fyéy,

i?:fé:+nén
EZ—Q => o0z=E¢;
semleges 0
tengely £
pZ—Uzéz:*T]éz:;éEXk
Mivel .
é{XR=éEX(fé§+7]én)=néz
igy
= . Ef(s . = = E, .
MS:fopsz:—fo(efo)dA = Wg=lg &
A pA
N— ——
ifzis'éf
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6. Tiszta hajlitas

%’5 szarmaztatasa:
Inverz tenzor: :
!s '!s:l
Is = det/ Iy x| detlg = Ily—ly
Ane=Er1y a-Ea
!S Ms = p!S !S €= pe{
——
1
igy L
P :!; ‘MsxR
Bz = iy [y M+ by My )&+ (ly M + My )&y ] x R =
=S

ly My + Ixy M Iy My + Ix M,
_ y Vix Xy y_y* Xy Vix X yX éz
detis det!s




6. Tiszta hajlitas

Kovetkezmény: tetszbleges keresztmetszetet tetszéleges hajlitonyomatékkal terhelve a
kovetkezd altalanos képletet kapjuk a fesziltségre:

_ lny+lxyMy B lxny+lxMy

Oz
Ixly - 12, Ily - 12,

Legyen x és y a fétengelyek koordinata-rendszere:

IX O]

b= a0 [1g)-[ 5 ¢

A
det!s = lxly

Ezeket visszairva az altalanos feszlltség
képletébe kapjuk:



|
6. Tiszta hajlitas

Szuperpozicio:

i} S
M, = M, Z

1 M, = My,
M, M,
oh=—Xy==y
Ix Ix
"n_ %X: Mhyx
ly ly
igy y
M,
oz=0%+0h= thy+ Ihy
y



6. Tiszta hajlitas

Zérusvonal: 0z =0

zérusvonal

My, | M
X :—yllx:tan(px
Mpx ly My 1y
—_——

tang

Egyenes hajlitas: II7IS parhuzamos a keresztmetszet valamelyik fétengelyével.

Ferde hajlitas: IT/IS nem parhuzamos a keresztmetszet egyik fétengelyével sem.



6. Tiszta hajlitas

My Iy Ix
tang = ng —tanu/E

Specidlis eset: ¢ =y, ha Ix = Iy. Pl. kér vagy négyzet keresztmetszet:

zérusvonal zérusvonal



|
6. Tiszta hajlitas

Téglalap keresztmetszetnél:

M,
U,z: hx
Ix
Z. V 5] < " Mhy
My 27y
Vs c
oz=0%+ay=—n
o
M Mp,
Umax=Uz(V1)=|Uz(V2)|=%+K7yy
X
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7. Osszetett igénybevételek

Tovabbra is kis alakvaltozasokkal foglalkozunk és érvényesnek tekintjik a szuperpozicié elvét
7.1 Hazas és hajlitas: el6szor egytengely( fesziiltségallapotot 1étrehozé igénybevétel
kombinaciokkal foglalkozunk

A sulypontba redukalt vektorkettds:
F—S:Néz; MS:MhXéX_Mhyé,V
x és y legyenek tehetetlenségi fétengelyek (Ixy = [ xydA=0), igy a fesziiltség:
A

Mpy

M
oy
Ix

ly

_N,
Uz—A



|
7. Osszetett igénybevételek

zérusvonal:

_ U (N Mpy
0z=0 = y__MhX(Z+TX

maximalis feszliltség (veszélyes pont a zérusvonaltél legtavolabb es6 pont):

INI | IMpyl | 1Mpyl
Omax =0z="7° KZX +4Kyy

ellendrzés:
Omeg = Omax
méretezés tObb Iépésben:
@ csak Mp,-re és Mp,-ra méreteziink = keresztmetszet mérete

© ©czzel a mérettel ellenérzés minden igénybevételre (N + Myy + My, -ra)
alakvaltozasok:
£ =2' Ex =Ey =& = —VE
z E’ X y k z

alakvéltozasi energia:

2
1N2 1 M2 Myl

= — + —
2AE "2 IkE "2 IE
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7. Osszetett igénybevételek

Specialis eset: excentrikus huzas/nyomas

Y Y

P F F

F tamadaspontja: P(&,n), igy a keresztmetszet igénybevétele:

fesziltség:




|
7. Osszetett igénybevételek

zérusvonal:

Ix (1
0220 = ,V=—1(Z+%x)
maximalis feszliltség a veszélyes pontban (abran: V)
Specidlis eset: ¢ =0, vagyis az erd tamadaspontja épp az y tengelyen van:
a zérusvonal

y sy o MY ekkor egyszerlibb, melybe ha a téglalapra
- B érvényes képleteket behelyettesitjlik:
In y .
b o
s : ) I ab® b?
" YETRA T YT T T2
a z.v. 1

ha
a zérusvonal épp az alsé oldalélre esik, akkor
y= —g a zérusvonal egyenlete, ami alapjan

b__ B2 __b
2 =78
ez alapjan kijelélhetd az an. magidom (abran a stlypont korili rombusz). Ha itt terheljik F

erével a keresztmetszetet, akkor az egész keresztmetszetben azonos eléjelli fesziltség alakul ki.



7. Osszetett igénybevételek

Kéttengely( fesziiltségallapotok:
7.2 Hazas és csavaras: (csak kor és korgy(r( keresztmetszet)

2d

y
— M,
[ N M, N

Huzasbol: oz =N, e, = %, e = -ve

Csavardsbol: Tz = 12 R, vpz = "¢ E=2G(1+v)

2026. jalius 2.
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7. Osszetett igénybevételek
Kilénb6z6 feszlltségek ébrednek a keresztmetszetben, melybdl azonos veszélyességi

huzoéfesziltséget szamolunk. Erre szolgal a redukalt fesziiltség, melyet a megengedett
feszlltséggel mar dssze lehet vetni. A Mohr-kdroknél mar latott két elméletbdl levezethetd, hogy:

— 2 2
Ored = \/ 02 + P15,

ahol
_ | 3, Huber-Mises-Hencky elmélet esetén
p= 4, Mohr-elmélet esetén

igy

max_ [(N\Z, 5(Me)?

Ored = A p K,

P
ellendrzés:
N\2 (M2
o <omeg = (Z) +ﬁ(72) =0meg

méretezés két Iépésben:
@ csak Mc-re méreteziink: \/B%f' <omeg — Osiiks=--

e ez alapjan d-t megvalasztva ellenérzés minden igénybevételre (N + Mc-re)



7. Osszetett igénybevételek

Ismert méretezési eljaras az eddigiek alapjan csak M¢-re:

IMc|

Tmax = K =Tmeg
P

most
\/Bfmax =0Omeg
tehat

Omeg = ﬁTmeg



7. Osszetett igénybevételek

7.3 Hajlitas és csavaras:

ad

Y y y v

A M, M,
=N

% My My,

itt is 0yeq = /02 + 12, a veszélyes pontok pedig V; és V.
red z @z yes p p 1 2

hajlitas: o, = M,—)’Z"y

csavaras: Tz = %R
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7. Osszetett igénybevételek

vagyis a redukalt feszlltség:
M V2 (Mg)2
=\ [we) oli)

Kor és korgylrii keresztmetszet esetén igaz, hogy Kp = 2Kx és Ip =2l igy

1 Y
UredZFX MhX+ MC

4
N —
Mreg
tehat
max Mred
red = Ky
ellenérzés: y
red _
—_— g
Ky meg
méretezés: "
red
Kx = pn =Ksziks — Osziks =+
meg



7. Osszetett igénybevételek

altalanositas:

<

2 _ pp2 2
Mh_th+Mhy

p
Mreg =\ M + 5 Mz

B
Myeg =1/ M2 +M2 +=M2

M, hy = 477¢

Innentdl hasznalhatbak ez el6z6 féliakon latott képletek az ellendrzés/méretezés kérdésére.



7. Osszetett igénybevételek

7.4 Hazas/nyomas + hajlitas + csavaras

s _ N
Huzas: o, = 4
Hajlitas x koriil: o) = Mhx

J C0z=T0 Y
Hajlitas y koril: o = %x

‘o _ M

Csavaras: 747 = ,—pCR
A redukalt fesziltség:

2
max_ |[INI Mhel Myl +ﬁ(|Mcl)2
red AT Ke Ky Ko



